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Die Zeitschrift fiir Physik 


erscheint zwanglos in einzelnen Heften; 12 Hefte bilden einen Band. 

Die Zeitschrift fiir Physik ist durch jede Buchhandlung sowie durch die Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer, Berlin W9, Linkstrafe 23/24, zu beziehen. Die Mitglieder der Deutschen 
Physikalischen sellschaft erhalten die Zeitschrift fiir Physik zu einem mit dem Vorstande 
der Gesellschaft vereinbarten Vorzugspreis geliefert. 

Es wird ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daf mit der Annahme des Manuskriptes 
und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das aussehlieBliche Verlagsrecht fiir alle Sprachen 
und Linder an den Verlag itibergeht, und zwar bis zum 31. Dezember desjenigen Kalender- 
jahres, das auf das Jahr des Evscheinens folgt. Hieraus ergibt sich, daf grundsiétzlich nur 
Arbeiten angenommen werden kinnen, die vorher weder im Inland noch im Ausland yer- 
éffentlicht worden sind, und die auch nachtriglich nicht anderweitig zu veréffentlichen der 
Autor sich verpflichtet. 

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. Weitere 75 Exem- 
plare werden, falls bei Riicksendung der 1. Korrektur bestellt, gegen eine angemessene Ent- 
schadigung geliefert. Dariiber hinaus gewiinschte Exemplare miissen zum gleichen Preise 
berechnet werden, den die Arbeit im Heft kostet, da die umfangreiche Versendung von Sonder- 
drucken den Absatz der Zeitschrift schidigt. ‘Dissertationsexemplare werden von 
der Verlagsbuchhandlung grunds&tzlich nicht geliefert. 

Autorkorrekturen, d. h. nachtrigliche Textén werden, soweit sie 10°/) der Satz- 
kosten tibersteigen den Verfassern in Rechnung gestellit. 

Manuskriptsendungen sind zu richten an Herrn Geh. Reg.-Rat Professor Dr. Karl Scheel, 
Berlin-Dahlem, Habelschwerdter Allee 28. 
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Die Linien der M-Reihe von Niob bis Silber’). 


Von H. Kiessig in Stuttgart. 
Mit 11 Abbildungen. (Kingegangen am 7. Mai 1935.) 
is werden mit einem Plangitterspektrometer die M-Linien von 41 Nb bis 47 Ag 
mit Ausnahme des seltenen 43 Ma gemessen, die im Gebiet von 20 bis 80 A 
liegen. Photometerkurven zeigen das qualitative Intensitiitsverhaltnis und das 
Aussehen der Linien. Is werden die Halbwertsbreiten der stiirksten M-Linien 
gemessen. 


Die M-Linien der Elemente 41 Nb bis 47 Ag liegen im ultraweichen 
Spektralgebiet und lassen sich nur nut Gitterspektrographen untersuchen. 
Die ersten vereinzelten Messungen von .W/-Linien in diesem Gebiet wurden 
von Thibaud?) und Cork?) gemacht. Die erste systematische Untersuchung 
von ultraweichen .W/-Linien stammt von Prins und Takens4). Sie finden, dab 
bei den Klementen 40 Zr pis 51 Sb nur jeweils eine intensive 1/-Linie auftritt 
mit dem Ubergang My. y Ny. yp die sie WC nannten. Bei einigen Ele- 
menten fanden sie zwei schwache Linien, die sie Ubergiingen innerhalb der 
M-Schale, M,,;Myy und \,,;,;y, zuschrieben. Fir Molybdan fand Thibaud 
noch eine weitere Linie, die er dem verbotenen Ubergang Myy, y Nyy, y 
zuordnete. Diese Mo-Linie fanden auch F.C. und L. P. Chalklin®) und 
vermuten die Uberginge Muy. vy Nyp vor oder My. yO, my. Beide ge- 
nannten Ausgangsniveaus sind bei Mo jedoch nicht besetzt. Fiir eine weitere 
Mo-Linie geben die letzteren keine Deutung. Wesentlich erweitert wurde 
die Kenntnis der /-Linien von M. Siegbahn und T. Magnusson§), die 
die Elemente 35 Br bis 47 Ag untersuchten. Sie arbeiteten mit einem 
Konkavgitterspektrometer, wihrend die fritheren Untersuchungen mit 
Plangitter gemacht sind. Die Zahl der von ihnen bei einem Element fest- 
vestellten Linien ist bedeutend gréber. Bei den meisten untersuchten 
Elementen fanden sie neue Diagrammlinien mit dem Ubergang 1/),,;N, 
und W/,,N;. Auber diesen treten etwas kiirzerwellig als /¢ zwei Linien aut, 


die sie als Uberginge von den unbestimmt gelassenen Niveaus Y,; und Y,, 


') Die vorliegenden Messungen wurden bereits vor 2 Jahren ausgefiihrt. 
ine Verdffentlichung ist aus duBeren Griinden unterblieben. Neu hinzu- 
gekommen sind nur die Aufnahmen der Karbide von Niob und Molybdin. — 
*) J. Thibaud, Phys. ZS. 29, 9, 241, 1928. — %) J. M. Cork, Phys. Rev. 36, 
665, 1930. — 4) J. A. Prins u. A. J. Takens, ZS. f. Phys. 75. 741. 1932; 77, 
795, 1982. —5) F.C. u. L. P. Chalklin, Phil. Mag. 16, 363, 1933. — *) M. Sieg- 
bahn u. T. Magnusson, ZS. f. Phys. 88, 559, 1934. 
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nach Myy. y darstellen. Hierunter fallen die beiden friiher von Chalkli 


gefundenen Mo-Linien. 


Sowohl Prins und Takens als auch Siegbahn und Magnusso le 
vernubten das Auftreten der \/ y-Linie mit dem Ubergang My.) Ny, die b Uy 


den hoheratomigen Elementen nach Wa und Wf die nachst starke Linie ist 
Die Linien Ma (My Nyy. yy) und Mf (Myy Ny) sind bei den hier unte: 
suchten Klementen nicht mehr zu erwarten, da das Niveau Nyy yyy vou 
57 Lia ab nicht mehr mit Elektronen belegt ist. Is wire daher zu vermuten. 
dal die MJy-Linie, die bis 39 Y vorhanden sein sollte, bet den miedrige:: 
Elementen eine wichtige Rolle spielt. Sie ist bis jetzt jedoch nur bis zu 58 © 
herab beobachtet. 

Samtliche friiheren Gittermessungen der .\/-Linien sind in der erwahnten 
Arbeit von Siegbahn und Magnusson zusammengestellt, so dab es sich 
hier eriibrigt, noclhimals naher darauf einzugehen. Die wichtigsten Messungen 
werden ber den von uns untersuchten Elementen in den folgenden Tabellen 
mit angefiilirt. 

Im Gebiet der ultraweichen Roéntgenstrahlen ist die Erforschung der 
Kmissionsrethen ganz wesentlich verwickelter als im ibrigen Roéntgen- 
vebiet, da viele neue Faktoren hinzukommen, aie bisher keine Rolle gespielt 
hatten. Ks hatte bisher geniiet, die Wellenlangen der Linien und das un- 
vefahre Intensitatsverhaltuis imnerhalb emer Emissionsreihe anzugeben, 
das in weiten Grenzen konstant blieb. In dem hier untersuchten Gebiet 
der \/-Reihe kann sich die Intensitat emer Linie von einem Element zim 
nichsten stark andern. Von grober Wiehtigkeit ist die Breite der Linien, 
die wie die vorhegende Untersuchung zeigt, sich ebenfalls rasch von Element 
zu Klement andern kann. Schlieblhich kommt noch die Limenform hinzu., 
da unsymmetrische Linien hiufig sind. Besonders mannigfaltig wird das 
Auftreten der ultraweichen Roéntgenlinien durch die Abhangigkeit von der 
chenuschen Bindung. Fiir die Kohlensteff-A-Linie ist ei starker Bindungs- 
einflub nachgewiesen!). Dab er auch fiir die W-Linien vorhanden ist. 
zeigen Siegbahn und Magnusson in der erwaihnten Arbeit an Zr und 
ZrO, deren Spektren deutlich verschieden sind. 

Um diesen verinderten Verhaltnissen Rechnung zu tragen, habe ich 


auBer der Lage der Linien auch soweit dies modglich war, die Halbwerts- 





ae en Ww 
breiten gemessen. Mit einem Registrierphotometer aufgenommene Photo- 
; Lia tis ar i D 
meterkurven geben ein qualitatives Bild der Intensititsverhaltnisse der 
nag D 
M-Linien. 
) 
. \ 


') Siehe z. B. H. Broili, R. Glocker u. H. Kiessig, ZS. f. Phys. 87, 
$25, 1934. 
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Uberblick iiber die beobachteten M-Linven. 
Die Aufnahmen der M-Linien sind ohne Anderung der Anordnung mit 
dem gleichen Plangitterspektrometer gemacht worden wie die friheren 


Untersuchungen iiber die Koblenstoff-A-Linie!). Zwei Aufnahmen (Fig. 1 





Line aA : AA Linie 
— 0 eft 
49 Ru lal 


- §5 Ru LIU 


37 ku law 
hu Mr Nv 25,50 — 2361 0 Kal 
Rhu My Nr 26,85 

315 N Kal 
hu MrrV; — 4335 C K-Hante 

sir 4722 O Kal 
fu Mryv Vr , 
Ru ME 
Ru Mr Miy 
hu Mm M. 

“=a 70,83 O Kam 
Ru My Yq I 





fu MEI 2*52,38 - 


Fig. 1. Aufnahme des Ru-Spektrums. 


und 2) mit Ru- und Ag-Antikathode zeigen das Aussehen der Spektren. 
Die schwachsten Linien werden in der Reproduktion nicht zu erkennen sein. 
Die \/é-Linien sind bei Ru und Ag in zwei Ordnungen zu erkennen: bei 


Ruist die erste Ordnung stark iiberstrahlt. Ru zeigt ee kraftige Why. y Yor 


') M. Renninger. ZS. f. Phys. 78. 510, 1932. 
38* 
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Linie, waihrend bei Ag diese Linie schwach ist und in der Reproduktiv 
kaum zu erkennen sein wird. Die Linie Myy y Y, ist auch bei Ru sch 
sehr schwach. Bei Silber werden die beiden Linien 1/,,;Myjy und M),)-\ 


deutlich zu sehen sein und auch die M/y-Linie und die Linie .Wy,Nyy werd 


Linie AA XA Linie 
-0 Ref), 





— 41 Ag Lar 


— 84 Ag lan 


/123 Ag Lam 
~~13,0 Cu LAI 
“133 Cu Lal 
—~-131 Cu LUI 
66 Ag Law 
~17,60 Fe Lal 


Ag M; No 78,80 
Ag My Ny 20,68 q 
Ag Mu Ny 21,80 


| 
} 





Ag My Nz 24,35-— 2361 0 Kal 
Ag My N; 25,907 
Ag MnyyVy 6a \ 344 N Kol 


Ag Myr 36,7 
Ag ME —-33,70- 
433 C K-Kante 
$7,220 Kael 
Ag Mr Mr 53,90 


20830 Aam 


Ag MEH 23980 
868 C H-Kantel 


Fig. 2. Aufnahme des Ag-Spektrums. 
g I 


zu erkennen sein. Bei Ru sind die genannten Linien schwacher, 1m Original 
aber noch deutlich sicht bar. 
Die kiirzerwelligen L-Linien von Ru und Ag sind in mehreren Ord- 


nungen vorhanden. Als Verunreinigungslinie findet sich vor allem die 


OK-Linie in mehreren Ordnungen vor. Auf diese Linie mit dem Wert 


23,61 A von Siegbahn und Magnusson!) ist die Ausmessung der Wellen- 


') M. Siegbahn u. T. Magnusson, ZS. f. Phys. 87, 291, 1984. 
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lingen bezogen worden. Die NA-Linie tritt auf den meisten Spektren auf, 
aber nur sehr schwach. Kohlenstoff zeigt sich nur durch das Auftreten 
der Absorptions--Kante. Bei der Silberaufnahme ist diese Kante besonders 
deutlich (siehe Fig. 2). Kin wenig zeigt sich bei dieser Aufnahme auch die 


N k-Kante. Bei der Silberaufnahme 





tritt auch die Cule-Linie als Verun- ™ 
reinigung auf, 

Alle ausgemessenen .W/-Linien sind ‘s 
iim Moseley-Diagramm, Fig. 3, zusammen- ) 
cestellt und als Kreise eingetragen. Die 
Kreuze sind die von Siegbahn und 60 
Magnusson gefundenen Werte. Diese 
haben die Moseley-Geraden noch bis 
herab zu 35 Br verfolet. Wir wollen uns 59 


hier aber auf die angefiihrten sechs 4 
Klemente beschranken. Die Uberein- | 
stimmung der gemessenen Werte ist vor ye? 
allem bei der starksten Linie .W/¢ und den 
beiden .WM-Linien W,,M)y und M,,,Vy 














45 
besonders gut. Siegbahn und Mag- ) 
nusson haben die Pd W¢é-Linie nicht 
ausgemessen, da sie durch die Kohlen- 40 
stofflinie gestért war. Bei den breiteren 
und bei Rh, Pd und Ag sehr sechwachen 
Linien Myy. y Yy,y und Myy. y Yz ist die od 
Ubereinstimmung auch noch befriedi- rr a a a a aa 


Nb Mo Ma ku Rh Pa Ag 
nen : a “e Fig. 3. Moseleydiagramme fiir die 
diffus sind. Bei Rh haben weder Sieg- M-Rethe der Miements 62 Mb ble 
47 Ag. (4+ Siegbahn und Mag- 

nusson, © Verfasser.) 


vend, trotzdem diese Linien zum ‘T'eil 


bahn und Magnusson noch wir eine 
Miy. y Y;-Linie gefunden. Wir fanden 
bei Silber die Myy. y Yy-Linie, die Siegbahn und Magnusson nicht 
haben. Aut alle Falle ist aber diese Linie iuberst sehwach. Das Auf- 
treten der Linie W),;,;N; und M,,N, konnten wir ebenfalls bestatigen!). 
Die gemeinsam gefundenen Werte stimmen auch hier gut tiberem. Bisher 
noch nicht gefunden waren die beiden Moseley-Geraden der Linien 
My = My,Ny und M,,;Nyy. Auf unseren Aufnahmen sind diese Linien 
sogar deutlicher als /;;,;N, und 1/,,;N;. Bei Silber und Palladium haben wir, 


') Bei Siegbahn u. Magnusson mub es offenbar in der Tabelle 16 fiir 44 Ru 
an Stelle des mit Fragezeichen versehenen Ubergangs \y,Ny.Myry Ny heiben. 
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wenn auch nur sehr schwach, die Lime 1/,Ny, .,;,; gefunden, die bisher b 
den ultraweichen \/-Linien ebenfalls noch nicht bekannt war. 

Die Linen Miy y ¥; und Myy y Yy, lassen sich nicht als erlaubi 
Uberginge bekannter Niveaus darstellen. Thibaud hat die hier mit Y 
bezeichnete Linie dem zahlenmabig stimmenden Ubergang Myy. y Nyy. 
gugeschrieben, obwohl dieser Ubergang, da sich die Nebenquantenza)|| 
nicht andert, durch die Auswahlregeln verboten ist. Nun ware es jedoc!; 
fir die ultraweichen Roéntgenstrahlen mdéglich, dah die Auswahlregeli, 


durchbrochen werden, die fiir em als Dipol schwingendes Atom gelten, und 


dal man ier das Atom als Quadrupol betrachten mub. Es treten dann neue 


Linien mit bisher verbotenen Ubergingen, ahnlich den von Thibaud 
genannten, auf. Solche Linien sind mit sehr geringer Intensitat in der 
K-Serie von Carlsson’) und neuerdings von Wilhelm y?) gefunden worden. 

Nach der Theorie der Quadrupollinien in der vorliegenden Form von 
Segré) andert sich das Intensitaétsverhaltnis einer Quadrupollinie zu einer 
Dipollinie nur wenig und allmaéhlich von Element zu Klement und es kann 
dadurch niemals die hier gefundene fast sprunghafte Intensitatsanderung 
der fraglichen Linie von benachbarten Elementen erklirt werden. Dies 
wiirde zwar die Auffassung der Y,,;-Linie als Quadrupollinie nicht direkt 
widerlegen, da auch die Theorie wohl der Erweiterung bedarf, aber die 
Tatsache, dal die benachbarte Yj,-Linie sich nicht durch irgendwelche 
Knergiestufen des freien Atoms darstellen labt, macht es sehr unwahrschein- 
lich, dab die Yy-Linie als Quadrupollinie mit dem Ubergang Myy. y Nyy. y 
zu betrachten ist. Voraussichtlich handelt es sich bei den fraglichen Uber- 
gingen um Energiestufen, die im freien Atom noch nicht enthalten sind, 
sondern erst durch den gittermabigen Aufbau der Atome im festen Korper 
veschaffen werden. Mit der Anschauung, dal die Linien von Ubergiaingen 
aus duberen Bindungsniveaus herrithren, stint iiberein, dab diese beiden 
Linien vor allem von der chemischen Bindung beeinflubt werden. Bei der 
Untersuchung von Siegbahn und Magnusson von Zr und ZrO sind es 
diese beiden Linien, die im Aussehen verschieden sind. Wir fanden, dal 
bei Mo- und Nb-Carbid MW yy y Yy, eine etwas andere Wellenlainge hat als 
bei den reinen Metallen (siehe die nachfolgenden Tabellen). 

Die A/7¢-Linie wird von Prins und Takens und Siegbahn und Mag- 
nusson den Ubergingen My y Ny. yy Zugeschrieben. Wenn beide M-Ni- 


veaus mit merklicher Intensitét vorhanden waren, so mibte bei der hier 


') kh. Carlsson, ZS. f. Phys. 80, 604, 1933; 84, 119, 1933; 87, 283, 1934: 
ki. XIngelstam u. B. B. Ray. ebenda 88, 218, 19384. — 7) EK. Wilhelmy. 
Phys. Rev. 46, 130, 1934. — %) Ek. Segré, Rend. Lincei 14, 501, 1981. 
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vorhandenen Auflésung der Spektrallinien eine Aufspaltung der 1 ¢-Linie 
beobaechtet werden, da unter Benutzung der Sieg bahnschen Niveauwerte 
der Unterschied von Myy und Wy ausreichen sollte (siehe die nachfolgenden 
Tabellen). Ich habe bei den 1/¢-Linien jedoch keime Komponenten ent- 
decken kénnen, sondern bei der Photometrierung symmetrische Linien 
vefunden und sehlieBe daraus, daB der Ubergang nach dem .W,,-Niveau 
nicht in beobachtbarem Mabe vorhanden ist, und schreibe der .M ¢-Linie 
nur die Uberginge My Ny, yy zu. Fiir das Endniveau der beiden Linien 
von den unbekannten Niveaus Y;; und Y, behalte ich Myy. y bei, da diese 
Linien breit und schwach sind und nicht mit Sicherheit emen Begleiter 
erkennen lassen witrden. Nur ber Pd W¢ habe ich eine Aufspaltung ge- 
funden, die voraussichtlich jedoch eine andere Ursache hat. Bei den Ele- 
menten mit niederer Atomnumimer 35 Br, 37 Rb und 38 Sr haben Sieg bahn 
und Magnusson eine Aufspaltung der .W¢-Linie gefunden, die hier einer 
Beteiligung des /,\-Niveaus entspricht. 

Ergebnisse. Ks folgen die Ergebnisse bei den einzelnen Elementen 
mit den Tabellen und Photometerkurven, die mit dem Registrierphotometer 
des Physikalischen Instituts der Technischen Hochschule Mimchen auf- 
genommen wurden!). Kirzlich ist von H. Kulenkampff eime kurze 
Beschreibung dieses Photometers gegeben worden?). In den ‘Tabellen 
folgen auch die berechneten Wellenlangenwerte der .W-Linien, die aus den 
bisher bekannten Siegbahnschen Niveauwerten®) erhalten wurden. 

41 Nb, Niob. Das M-Spektrum von Niob4) wurde auf vier Platten aus- 
vemessen. Das Ergebnis zeigt Tabelle 1. Bei zwei Aufnahmen wurde als 
Antikathode das reine Metall, bei zwei weiteren das Karbid benutzt?). 
Die Linie mit dem Ubergang ,,.W/,y fallt hier mit der M/f-Linie zusammen. 
Die Moseley-Gerade der ./¢-Linie schneidet sich hier, wie das Diagramm 
Fig. 3 zeigt, mit der Geraden der 1/,,;My,y-Limien. Die Nb-);,;Myy-Linie 
velangt hierdurch nicht zur Beobachtung. Andererseits wird wegen der 
veringen Intensitit dieser Linie die ./¢-Linie nicht beeinflubt. Dagegen 
fallt die OK I1]-Linie 3- 23,61 — 70,83 A sehr in die Nahe der Nb-./€- 


Linie, A = 72,20 A. Auf der Photometerkurve, siehe Fig. 4)°), zeigt sich 


') Herrn Prof. H. Kulenkampff danke ich vielmals fiir die Erlaubnis 
zur Benutzung des Registrierphotometers. — 7) H. Kulenkampff, Phys. 
ZS. 36. 56. 1935. — *) M. Siegbahn, Spektroskopie der Réntgenstrahlen. 
2. Aufl. — 4) Herrn Prof. G. v. Hevesy danke ich vielmals fiir die Uber- 
lassung eines spektroskopisch reinen Stiickchens Niob. — *) Der Osram- 
Studiengesellschaft danke ich bestens fiir die Uberlassung des Niob-Karbides. 
— ®) Bei dieser und allen folgenden Registrierkurven ist das Original 1 : 35,0 
iibersetzt. In der Reproduktion ist das Ubersetzungsverhiiltnis 1;23,5. 
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Tabelle 1. 41 Nb. 








— 
; Nb- Nb- Gemessen Be- . E 
Nb I Nb Il here heyy sratoncerasspreeenensnienaanseaest rechnet - lag 
; ; 7 7 4AMittel wR Ju R i , 
Mi Nuout +: 28,3 
MiNiw --:: 32,8 | 33,2 | 33,0 | 27,60 5,25 || 32,8 32,79 
Min Nv My. 34,9 | 34,8 34,85) 26,18 5,12 || 34,2 
MyNri---:- 38,3 
Myz;N; ---- 40,3 1H) 7 
Miy.v Yu: + + 62,15 62,20 62.18 14,68 3,83 61.76 
Miy,y Yu: - 62,0 61,96 61,98 14,71 3,84 
Miy.y Yy +: - 66,70 66,70 13,68 3,70 67,14 
67.1 67,0 67,05 13,61 3,69 67.8] 
Miy Nyon: + 10,7 
My Ny wy=Mé 72,20 | 72,15 | 72,24) 72,20) 72,20 | 12,62 3,55 | 71,8 (2,13 
My Mry ; 71,8 
Min My. - - - 78.40 78.5 78.46 78.45 11.62 3,41 77.9 78,21 
unbekannt ... 58,1 58,1 15.68 3,96 58,2? 


deshalb ein Buckel auf dem kurzwelligen Abfall der Linie. Auf der Aut- 
nahme erscheint die O AK I1]-Linie noch deutlich von der \/ ¢-Linie getrennt. 


In die 1/7 €-Linie ist hier und in den folgenden Registrierkurven die Lage der 





Fig. 4. Photometerkurve 41 Nb: M £-Linie. 


Halbwertsbreiten mit emem Strich eingezeichnet. Man sieht, dab dic 
Messung der Halbwertsbreite der 4/¢-Linie noch nicht von O Jy IIT been 
flubt wird. Die Photometerkurve laibt die beiden Limen Myy. y Yy, und 
Miy. y Yy gut erkennen. Die beiden Linien Wy,Nyy und MyypNy = Vy 
sind wegen ihrer geringen Intensitit nur auf den beiden sehr gut belichteten 
Niob-Karbid-Aufnahmen vorhanden. 

Siegbahn und Magnusson haben bei Niob mehrere fragliche Linie) 


sefunden. Die eine Linie bei 2 = 32,7 A wird die ebenfalls hier gefunden 


M,,Nyy-Linie 2 = 32,8 A sein. Kine weitere Linie bei 58,2 A stimmt iiberen 
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mit einer hier gefundenen 
Stelle bei 58,1 A, die aber 
uimgekehrt 


mehr  elner 


verlaufenden Absorp- 
tionskante abnlich ist als 
einer Linie. Von den frag- 
lichen Linien bei 27,42, 
50,06 64,1 A habe 


ich nichts gefunden. 


und 


Die Wellenlangenwerte 
der Myy. y Yyr und My. 
, Y,-Linien sind beim 
Karbid etwas anders als 


beim reinen Metall. 


42 Mo, Molybddn. Von 
den Aufnahmen — des 
M-Spektrums von Mo?) 
Platten 


wurden vier 


ausgemessen. Bei drei 
Platten war Mo-Blech, bei 
der vierten Mo-Karbid 
auf der Antikathode. Die 
beiden Limen MWy,Nyy 
und MiyNy = My 
wurden nicht gefunden. 
Das Auffinden der \Jy- 
Linie, die bei /. — 31,65 A 
zu erwarten ist, Ist. er- 
schwert durch die Nach- 
barschaft der N /y-Linie, 
die bei unserer Aufnahme 


als Fremdlinie auftritt.In- 


') Der Osram-Studien- 
danke ich 
Uber- 


gvesellschaft 
vielmals fiir die 


lassung eines sehr reinen 
Molybdianplittchens, eben- 


so tiir die Uberlassung des 
Molybdiin- Karbides. 


42 Mo. 


») 
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teressant ist, dali die Wellenlinge der Myy. y Yy-Linie von Mo-Karbi 
deutlich verschieden ist von dieser Linie beim reinen Metall. Siegbah; 
und Magnusson finden, dali diese Linie doppelt ist, und seltsamerweis 
stimmen die Wellenlingen dieser beiden Komponenten weitgehend iiberei 
mit unseren beiden Linien und zwar die kiirzerwellige mit der Linie von 
reinen Metall, die langerwellige mit der Linie vom Karb'd. Vielleicht i- 
die Moéglichkeit nicht ausgeschlossen, dab bei Siegbahn und Magnusso: 
teilweise Karbidbildung auf der Antikathode stattgefunden hat und somi 


beide Linien gleichzeitig aufgetreten sind. Die Photometerkurve Fig. : 


42Mo | 
[\ ai ad 
h Myr \ re 
oF 5996. aN 





Fig. 5. Photometerkurve 42 Mo ¥ <-Linie. 


labt erkennen, dab die Myy y Yyp-Linie beim reinen Metall deutlch un- 
svmumetrisch ist. Der Abfall auf der kurzwelligen Seite ist relativ scharf, 
wihrend auf der langwelligen Seite die Intensitaét langsam abnimmt. 

44 Ru, Rutheniwn. Das Ergebnis der Auswertung einer sehr gut be- 


lichteten Rutheniumaufnahme!) zeigt Tabelle 3.) Eine VergréBerung der 


Tabelle 3. 44 Ru. 





Gemessen Be- ily Prins 
Ru | strestieiasnciiceiian — rechnet u. Mag- a pl 
AMittel »R  |rR eee 
A 4 4 4 
M, Nir. my* + + © © 22,9 
Mies iNew s + 6 + 2 es 25.50 25.50 35.75 5.98 25,7 
Min Ny My... 26.85 26.85 33,95 93,83 26,9 
M,N; ...... 30,1 
Min Ny > es ¢ & + SO 31.9 32.3 
Mix % ir so» ¢ » w @ $4.79 44,79) 20,35 4,51 44,76 
Miy. . yy 'o* © & Ss 19,1 49,1 18.57 4,31 48,95 
Myiy Nit. 1) 51,6 
My Ny m=Mé... 52,80 52,34) 17,40, 4,17 | 52,4 | 52,32 | 52,18 
MuiMiy .--.-- + 62.18 62,18, 14,69) 3,83 62,2 | 62,21 61,4 
My,My .....-. 68,35 68.35) 13.35 3.65 68,0 68,34 67,7 
BGs * & wan 2 -52,38 


') Ruthenium, Rhodium und Palladium wurde von Heraeus bezogen. 
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Aufnahme zeigten wir in Fig. 1. Die Photometrierung der \/¢-Linie, der 
My. v Yr und der My, y Yy-hinie zeigt die Registcierkurve Fig. 6. Die 
My. y Yprlinie ist anschliebend an die Kohlenstoffkante sehr kraftig 
und daher gut zusehen. Ihre Wellenlange stimmt genau mit dem Maximum 
der Kohlenstofflinie von Graphit iiberein. Dab es sich hier tatsachlich 
nicht um die Kohlenstofflinie handelt, kann man daraus schlieben, dal alle 
anderen Aufnahmen mit den hier untersuchten Metallen nicht die Kohlenstoff- 
linie erkennen lassen, sondern nur die Absorptionskante (siehe z. B. die Photo- 


meterkurve von Rhodium Fig. 7). Nach langeren Wellen folgt als sechwacher 


YY Ru 





Fig. 6. Photometerkurve 44 Ru ¥ £-Linie. 


Buekel die OA-Linie in zweiter Ordnung. Die Myy) y Yy-Linie hegt noch 
naher an die \/€-linie heran. Sie ist aber so schwach, dab héchstens eme 
Spur von ihr auf der Photometerkurve erkennbar ist. Lnmerhin ist die 
Linie auf der Aufnahme noch sehr deutlich und ausmebbar. Die beiden 
Linien A/,,Nyy und \,,;,;Ny sind auf der Aufnahme gut zu sehen und viel- 
leicht auch in der Reproduktion Fig. 1 erkennbar. 

45 Rh, Rhodium. In Tabelle 4 ist das Ergebnis der Ausmessung einer 
Rhodiumaufnahme zusammengestellt. Die Photometerkurve Fig. 7 zeigt 
die Photometrierung der Rh \/¢-Linie mit der Kohlenstoff-A-Kante. Die 
Miy. y Yyphinie ist auberst schwach und in der Registrierkurve kaum zu 
erkennen. Von dieser Linie aus erstreckt sich, wie die Aufnahme erkennen 
labt, nach kiirzeren Wellen bis zu 36,7 A ein sehr schwaches, etwa gleich- 
mafbig gesechwirztes Band. Bei keinem anderen Element ist ein ahnliches 
Band gefunden worden. Die Lime Myy. y Y; wire an der in der Photo- 
meterkurve mit einem Pfeil bezeichneten Stelle zu erwarten: es ist jedoch 
sowohl in der Photometerkurve als auch auf der Aufnahme keine Spur zu 


sehen. Diese Linie mub, wenn sie tiberhaupt bei Rh vorhanden ist, zum 
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mindesten duberst schwach sein, denn an dieser Stelle ware ungestért dure 
die Kohlenstoffkante eie Linie zu erkennen. Die My-Linie ist. sel 
deutlich, schwacher sind die Linien My, N; und Myy,Ny. Die Linie 1,,N,, 
die bei 23,9 A zu erwarten ware, fallt mit der sehr starken OK I-Linie z 


sammen und kann daher nicht beobachtet werden. 








45 Rh | 
ME 
44,67 AA 
— 
/ \ 
/ 
/ 
/ 
May Vr ne 
40,9 
Fig. 7. Photometerkurve 45 Rh ¥ £-Linie. 
| wg 4 
ven Ck-Kante| /\ 4378 AA, 


My lr Myy Vy 





Fig. 8. Photometerkurve 46 Pd M <-Linie. 


46 Pd, Palladium. In Tabelle 5 sind die Wellenlangen der aus einer 


Aufnahme erhaltenen J/-Linien aufgetragen. Die Photometerkurve Fig. $ 





zeigt nur die MJ/¢-Linie. Die Linien Myy. y Yy, und MWyy. y Yz sind aéuberst 
schwach und auf der Photometerkurve nur in Spuren erkennbar. Auber 
diesen beiden Linien ist auf der Aufnahme aber noch eine dritte schwache, 
diffuse Linie mit der Wellenlinge 34,8 A vorhanden. Diese Linie wiirde zu- 
sammen mit der unbekannten Nioblinie bei 58,1 A eine neue Moseley- 


Gerade ergeben, die parallel zu der der \/-Linie verlaufen wiirde. Bei allen 


biirigen Elementen fehlen aber die Limien, die auf diese Gerade fallen wiirden. 





} 


1 hy 
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Tabelle 4. 45 Rh. 





Sieg- |Prins 





Rh | tothe | ahdeg| Tar | bite 
2 Mittel WIR \nR nusson kens 
4 4 4 4 
My Nua, 21,4 
My Ny 23,9 
MyNy=My. . 25,00 25,00 36,45 6,04 25,0 
My,N1 ----- 28,3 28,3 | 32,21) 5,68 | 28,1 | 27,95 
Mase Ny 6 ss 4 8 29,0 29,7 «30,68 5,54 29,8 29,79 
Miy y cee 3) 6-3 40.9?) 40,9 22,30) 4,72 40,78 
Miy,y 1 
My Nar, un 47,0 
My Ny yy = ME. || 47,68 | 47,67/19,12) 4,87 | 48,0 | 47,59 47,55) 47,4 
Miss Plays 5% + 59,64 | 59,54 | 15,33 | 3,92 || 59,2 | 59,3 | 59,1 
My;My.... . 65,45 || 65,45 | 13,93 | 3,73 | 65,1 | 65,6 66,0 
Mc. «« «i « |B-aeee 
Tabelle 5. 46 Pd. 
Gemessen Be- ich —- Chal- 
Pd ——— Tech- w.Mag- Ta-— klip 
iMittel v/R \oR | nusson kens | 
4 4 4 4 4 
ae 20,1 20,1 45,40 6,74 20,0 
Moe <i 22.1 22.1 41,20 6,42 22 
My, Ny =My 23,3 
Sa 26,2. 26,2) 34.80 5,90 26,0 
MyN,----- 28,0 | 28,0 (32,58 5,71 27,7 | 27,8 
Mis 4 Va ss s 37,5 37,5 24.31 4,93 37.35 
Miy,y Yr. +: - 40,0 40,0 22,80 4,77 40.44 
Mae Nes ws - 43.0 
My Nip tyf|b. - 43,40 43,36 21,02 4,59 
Mé¢é jia.. 43,78 43.78 20.82 4,56 43,8 43,48 43,5 
My, Miy .... 56.64 56,64 16,10 4,01 55,75 56,38 55,4 
My,My .... 63.00 63,00 14.48 3,80 62,5 62,83 62,7 
wee o 2+ 43,35 
ja 2+ 43,80 
Mem !? ples 
ja 3+ 43,75 


unbekannt. . . . 34.8 34.8 26.2 5,12 


Die Linie \W,,;Nyy ist beobachtet. Die /y-Linie 


fallt mit der OF I- 


Linie zusammen und entgeht daher der Beobachtung. Sehr sehwach sind 


die Linien Mi Ny und MiNi. III: 
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wie vor allem die zweite und dritte Ordnuy 


zeigen, deutlich doppelt. Hier ist aber zu beachten, dab die Kohlenstot 


kante auf den kurzwelligen Abfall der Linie zu liegen kommt und di 


Steilabfall der Pd-.1/¢-Linie verursacht. Die Verdopplung der Pd-M ¢-Lini 


kann daher auch erklart werden durch eine Nebenkante von Kohlenstot 


die in die Nahe des Maximums der / ¢-Linie fallt und dort einen Eimsehni: 


verursacht. Diese Erklarung ist wahrscheinlicher als der Versuch, die beid 


Komponenten den Ubergingen Myy Nyy. py und My Nyy yyy zuzuordnen, 


da alle tibrigen hier untersuchten /¢-Linien einfach sind. 


Die Photometrierung der Pd M¢-Linie ergibt auber den Komponente: 


bh A= 48.36A und a Z = 43.78A noch dazwischen eine Komponent: 
«¢ 2A = 43.5 A. Wenn man annimmt,. dali die Struktur der VW ¢-Linie durch 
eine Feinstruktur der Kohlenstoffabsorptionskante verursacht wird, dann 


hat Kohlenstoff auber der Hauptkante bei 43,2 A noch zwei Nebenkanten 


bei / 


43,45 und 43,62 A, entsprechend den Minimas der 1/¢-Linie. 


47 Av, Silber. Das Ergebnis der Ausmessung von zwei Silberaufnahbmen 


zeigt die Tabelle 6. 


Die 


fegistrierkurve Fig. 9, die die Photometrieruny 


der Silberaufnahme von der Stickstoff-A-Kante bis zur Silber-1/¢ Linie 


zeigt, labt erkennen, dab keine sehr ausgepragten Myy y Yy, und Wry, y ¥y- 
Linien vorhanden sind. Auf der Aufnahme sind diese beiden Linien aber 
noch schwach sichtbar, die Myy. y Yy-Lime labt sogar em Dublett erkennen. 
Auf der gut belichteten Silberaufnahme lieben sich alle Diagrammlinien 


vermessen. Sehr deutlich und schiarfer als alle wbrigen sind die beiden 





2.39 80 


Tabelle 6. 47 Ag. 
Sieg- 
Gemessen Be- te Prins ¢pa! 
Agl Ao | rech- y M ag- _. und klin 
anid net nusson Pakens 
AMittel wR Jur 
4 4 4 4 A 4 
M, Nii +: : 18,80 18.80 48.49 6,96 18,7 
Mi Nay . 20,68 20,62 20,65 44.15 6,64 20,7 
Min \y M+ 21.80 21.81 21.80 41.85 6,47 21.8 
MyN,; ....-. 24.35 24.35 37,49, 6,12 24,4 
Min 1. --: 25.90 26.00 25.95 35.14 5.93 26,0 
Miyiv Yn 33,2 33,2 27,48 5,24 
33.8 33.8 27,00 5,20 
Miv.v Yy 36.7 36.74 24,84. 4.98 36,83 ? 
fo 
VMiy Sinan _ 3 39] . 
My Nyom=ME 39,70 | 39,72) 89,71 22.95 4.79 89.9 89.79 89,66 389.00 
My Miy ... .- 53.90) 54.10 54.00 16,90 4.11 53.9 54,1 53.8 
Mi My 60,60 60,66 60,63 15,05 3,88 61,2 60,6 60.4 





f} 
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Linien .W,,Nyy und M,),;Ny. Die Photometerkurve Fig. 10 labt auf der 
curzwelligen Seite der sehr starken OK J-Linie sehen, wie gut diese beiden 
Linien ausgeprigt sind. Auf der langwelligen Seite von OF ist gleich die 
sehr schwache und breite W,,Nj-Linie und dann deutlicher die W,,;Ny- 


lLinie zu sehen. Beide sind noch in der Photometerkurve enthalten. Sehr 


47Ag Me 








Fig. 9. Photometerkurve 47 Ag M <-Linie. 


47Ag | OK ° 
23,61 _AA, 
A 
i | 
Mg My | MM, MyM, 
oh ae oye 


Fig. 10. Photometerkurve 47 Ag ¥ 7-Linie. 


schwach und diffus ist die M,Nyy py-Lime. Die Vergréberung der Aut- 
nahme, die wir in Fig. 2 zeigten, wird die stirkeren J/-Linien erkennen 
lassen. 


Halbwertsbreiten der M-Linien. 


Die Halbwertsbreiten der J/-Linien der untersuchten Elemente 
konnten gut gemessen werden, da diese Linien intensiv sind. Zumeist konnte 
aufer in erster Ordnung auch in zweiter Ordnung die Halbwertsbreite 
vemessen werden. Es wurden die mit unserem Photometer punktweise auf- 
cenommenen Photometerkurven und die nut dem Miinehener Registrier- 
photometer aufgenommenen Kurven ausgewertet. Die Halbwertsbreiten 
wurden unter Benutzung der Schwarzungskurven der Kohlenstofistrahlung?) 
fiir die verwendeten Hauff-Prozeb-Platten ausgewertet. Man wird zunachst 
erwarten, dab fir die kiirzeren und die langeren Wellen die Sechwiarzungs- 
kurven etwas abweichen werden. Bei der Auswertung ein und derselben 
Linie auf mehreren Platten mit ziemlich verschiedener Maximalschwarzung, 


wurde jedoch jeweils die gleiche Halbwertsbreite erhalten. Daraus darf man 


') H. Broili u. H. Kiessig, ZS. f. Phys. 87, 425, 1934. 
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Tabelle 7. Halbwertsbreiten der M ¢-Linien. 





Halbwertsbreite 





Linie A ——— 

in A in Volt 

41 NbME...... 72.15 1,45 3.44 

42 MoMé...... 64,32 1,02 3,05 

44 RuWeo ... 2... 52,33 0,84 3.79 

6H RhMe...... 47,67 0,84 4,57 

46 Pd Me... 43,45 1,03 6,74 

2.’ ¢. ¢ ara 39,74 1,74 13.6 


schheben, dab die Anderung der Schwarzungskurven fiir die abweichende: 
Wellenlingen zum mindesten gering sind. Die in der Tabelle 7 angegebenen 


Werte sind das Mittel aus mehreren Be- 














ly stimmungen. 

ad Die Halbwertsbreiten der J Z-Linien sind, 
| in A gemessen, am kleinsten fiir Ruthenium 
. und Rhodium. Dann steigt die Halbwertsbreite 
| an, sowohl fiir die Elemente Mo und Nb mit 
4| niederer, als auch fiir Pd!) und Ag mit hédherer 
7 Ordnungszahl. Bei der Umreehnung der Halb- 
6) wertsbreiten in Volt zeigt sich, wie auber in 
5 —_ | der Tabelle 7 auch in der Fig. 11 zu sehen ist, 
y a fir Mo ein Minimum der Volt breite. Diese steigt 


5 | mut zunehmender Ordnungszahl der Elemente 


Wb Mo he ta ta Mg stetig und zuletzat fiir Ag steil an. Mit kleinerer 





ee on Ordnungszahl als 42 Mo ist nur die Messung fiir 
M :-Linien in Volt. 41 Nb vorhanden,die wieder eimen kleinmen An- 

stieg der Halbwertsbreite in Volt aufweist. 

Ks ist wichtig zu zeigen, dal dieser abermalige Anstieg reell ist. Aus 
zehn Bestinmungen der Halbwertsbreite der Nb W ¢-Linie wurde der Mittel- 
wert 1,446 A mit einem mittleren Fehler von —- 0,017 A oder 3,44 +- 0,05 Volt 
vefunden. Aus elf Bestimmungen der Mo MM ¢-Linie ergab sich die Halbwerts- 
breite zu 1,024 + 0,016 A oder 3,05 + 0,05 Volt. Die Differenz der un- 
viinstigsten Extremwerte ist somit immer noch etwa sechsmal so grolb 


wie der mittlere Fehler. Die Tatsache, dali die Voltbreite der M €-Linie von 


1) Die Pd M £-Linie wird auf der kurzwelligen Seite von der Kohlenstoft- 
absorptionskante abgeschnitten. Es beginnt der Steilabfall aber nur wenig 
oberhalb der Halbwertsbreite, wie die Registrierkurve Fig. 8 zeigt, so dab der 
IeinfluB auf die Messung nicht sehr bedeutend sein kann. 
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Tabelle 8. Ungefaihre Halbwertsbreiten weiterer M-Linien. 





Halbwertsbreite 


Linie d ———_—_——— ——__—___— 

in A in Volt 
i Mh Mie ey Nn 62,2 21 6,7 
122 MoMy yYu-.- - 54.9 1,7 7.0 
(i May Vu: « : 44.8 1,3 8,0 
7] Ag Me May «s+. 54.1 0.9 3,8 
ys NG * ee 60,4 1, 3,7 
47 Ag M,,Niy ....- 20,70 0,26 7.5 
‘7 AgM,,Ny .... 21,82 0,33 8.6 


{11 Nb gréber ist als von 42 Mo, labt vermuten, dab fiir die anschliebenden 
Klemente nut kleinerer Ordnungszahl die Halbwertsbreiten der \/€-Linien 
in Volt weiterbin ansteigen. 

Fir Nb und Mo wurden auch die Halbwertsbreiten der \/¢-Limien der 
Carbide gemessen. Es ergaben sich vollkommen die gleichen Werte wie 
fir die reinen Metalle und es wurden deshalb die Breiten der Carbidlinien 
in die vorhin angegebene Mittelwertsbildung mit einbezogen. 

Bei der Untersuchung der Kohlenstoff-A-Linie hat es sich gezeigt, 
daB der Gitterbau Form und Breite der Linie beeinflubt. Hier bei der 
MM €-Linie andert sich die Linienbreite mecht, obwohl Niobearbid ein flachen- 
zentriert-kubisches Gitter, Molybdanearbid ein hexagonales Gitter vegen- 
iiber den raumzentriert-kubischen Gittern der reineu Elemente besitzt. 
Ks muh deshalb die Breite der W/¢-Linie als eine Kigenschatt des Atombaues 
angesehen werden. Die vorhin gezeigte Kurve der Breiten der W/¢-Linien, 
die einen glatten Verlaut zeigt, fiihrt auch auf diesen Schlub. Wenn der 
Gitterbau von wesentlichem Einfluf{ ware, so mibte wohl eme zackige 
Kurve folgen, da die untersuchten Metalle verschieden kristallisieren. Nb 
und Mo haben innenzentriert kubisches, Ru hexagonales. Rh, Pd und Ag 
tlichenzentriert-kubisches Gitter. 

Die Mry. y Yy-Linie ist bei Nb, Mo und Ru noch relativ stark und so 
konnte hier die Halbwertsbreite ungefaihr bestimmt werden. Sonst war es 
nur bei Ag moglich, die Breiten weiterer /-Linien ungefaihr zu messen. 
Diese Werte sind in Tabelle 12 zusammengestellt. 

Prins!) gibt die nicht so sicher zu bestimmende ganze Breite der 
Ag \/2-Linie zu 2.7 A und 21 Volt an. Wir finden aus unseren Autnahmen 
fiir die ganze Breite dieser Ag-Linie etwa 3.4 A und 27,6 Volt. Selbst aus 


dem etwas miedrigeren Wert von Prins geht die grobe Breite dieser Linie 


') J. A. Prins, ZS. f. Phys. 81, 507. 1933. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 39 
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Kilemente 


Nivea uwerte der 


Tabelle 9. 
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Verfasser S 
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(0,09) 


(0,00) 
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Siegbahn und Magnusson. 


hervor. Die ganze Breit 
der Ag M,,M,y-Linie gil 
Prins zu 1A und 4Vol: 
der Ag M,,, My-hinie z 
15 A und 5 Volt an, ve 
sieht aber diese Werte m 
Fragezeichen. Wir finde 
etwa 4 Volt schon fir di 
Halbwertsbreite dieser be 


den Linien. 


Bestimmung der Energie- 
niveaus. 

Aus den  gemessenen 
M-Linien lassen sich, wenn 
man fiir \W/,;, und MW,,, dic 
bisher bekannten Werte ein- 
setzt, weitere Niveauwerte 
berechnen. Da unsere Wellen- 
langenmessungen sehr gut 
mit den Ergebnissen von 
Sieg bahnund Magnusson 
ithereinstimumen, erhalten wir 
ber Benutzung der gleichen 
Ausyangswerte von Ingel- 
stam und Ray!) fir 1, 
und JJ/,,,; praktisch die 
vleichen Werte fiir die be- 
rechneten Niveauwerte, wie 
die Tabelle9 zeigt. Die Zahlen 
in eckigen Klammern = sind 
die Ausgangswerte. Da wir 
auch die Linien My, Ny 
= My und M,Nyy ge- 
funden haben, kénnen wir 


prinzipiell das Nyy. y-Niveau 


berechnen. Da dies Niveau 


1) fk. Ingelstam u. 
b. Ray. ZS. f. Phys. 
218, 19384. 
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ber duberst klein ist, etwa 4/199 des W,,))-Niveaus, so liefert die Rechnung 
vegen der unzureichenden Genauigkeit der Linienmessung und der Ausgangs- 
iveaus nur sehr angenaherte Werte, die in der Grébenordnung mit den von 
Siegbahn aus A- und L-Linien berechneten Niveauwerten iibereinstimmen. 
Die gegeniiber von Siegbahn und Magnusson neu aus den J/-Linien 
wstimmiten Niveauwerte sind in der Tabelle 10 mit den frither ohne Kenntnis 
ler M-Linien gefundenen Werten zusamimengestellt. 


fabelle 10. Vergleich der aus den M-Linien neu bestimmten Knergie- 
niveaus mit friiheren Werten. 





Ingelstam 


Verfasser Siegbahn'!) Coster?) und Ray 
Pd M, Ot sargse ie aac A 22 $9.30 49.9 49.5 
) 4 2 ¢ “ ¢ : a | 
d Nit. III ° . ° . ° 3.90 4.4 3,9 3.78 
WR 6 6% sk ae 52,70 54.7 52,8 
ee kk oe ea 7,08 8.7 6.9 


ZUSAMMENfASSUNG. 

Von den Klementen 41 Nb bis 47 Ag werden zahlreiche W/-Linien ge- 
messen, die auf zehn Moseley-Geraden sich eiordnen lassen. Soweit die 
Linien auch von Siegbahn und Magnusson, die mit einem Konkavyitter- 
spektrometer arbeiteten, gefunden wurden, ist die Ubereinstimmung der 
Ergebnisse sehr gut. Neu gefunden sind die Linien mit den Ubergangen 
MinNy = My und My, Nyy. nach denen bisher vergeblich gesucht worden 
war, und die Linien W/,Ny, y,- Aus den Photometerkurven der starkeren 
Linien werden die Halbwertsbreiten gemessen. Der gefundene Verlaut 
der Voltbreiten der J/ €-Linien zeigt ein Minimum fiir 42 Mo. Die Voltbreite 
von 41 Nb liegt eindeutig tiber 42 Mo: fiir die hoheratomigen Elemente 


bis zu 47 Av steigt die Voltbreite stark an. 


Ich mochte die Arbeit beschlieben mit eimem herzlichen Dank an 
Herrn Prof. Dr. R. Glocker, der durch seine stete Férderung zum Gelingen 
der Arbeit beigetragen hat. Ieh danke auch der Notgemeinschaft der 
Deutschen Wissenschaft fiir ihre Unterstitzung der vorliegenden Unter- 
suchung. Herrn Dr. H. Broili danke ich fiir seine Hilfe ber der Auswertung 
der Autnahmen. 


Stuttgart, ROntgenlaboratorium a. d. Techn. Hochschule, 4. Mai 1935. 


') M. Siegbahn. Spektroskopie der Rontgenstrahlen. 2. Aufl. — 


*) D. Coster in: Miiller-Pouillet, Lehrbuch der Physik IL, S. 2058ff. 


























Die Bandenspektra des Calciumhydrids. III. 
Von B, Grundstrém in Stockholm. 


Mit 6 Abbildungen. 





(Eingegangen am 2. Mai 1935.) 


Die 0—0-Bande des C-Systems wird im Absorption untersucht. Zuerst wi 
ein Kingscher Vakuumofen beschrieben. Nach einer Darstellung des Stérun, 
verlaufs wird die Formeldarstellung der Bande eingehend erértert. Dann fo! 


eine Deutung der St6rungen mit Hilfe der Potentialkurven des C- und D-Terms 
des CaH, wobei auch ein Vergleich mit der entsprechenden Bande des Ca |) 


angestellt wird. AuBerdem wird auch ein Bericht iiber die Dublettstruktur d 
C-Bande gegeben. 


Die C-Bande des Calciumhydrids bei 4 3533 ist mehrmals untersucht 
worden. In der ersten Beschreibung der Bande wurde von Mulliken! 
angegeben, dal} sie nur aus einfachen R- und P-Zweigen bestehe. Spiiter 
wurde von Hulthén?) gezeigt, dal der Endterm der Bande der Normal- 
zustand *X’ von CaH war. Man kann da schwer verstehen, dab die Banden- 
linien einfach sind. Diese Eigentiimlichkeit hat jedoch eine einfache Er- 
klirung, wie in einer spiteren Arbeit von Hulthén und Verfasser?) gezeigt 
wurde. Wenn nur die Bande mit geniigender Auflésung und Dispersion 
photographiert wird, bekommt man auch doppelte Bandenlinien. Die 
Untersuchung wird hier unten naher besprochen. 

Bei niedrigem Wasserstoffdruck in dem Caleiumlichtbogen brechen 
die Zweige bei dem Rotationsterm A = 11 schroff ab. Die Untersuchungen 4) 
haben gezeigt, dab dieser Abbruch durch einen Zerfall des Molekiils (Pra- 
dissoziation) verursacht ist. Kime Steigerung des Druckes bis zu einigen 
Atmosphiren bewirkt eine durchgreifende Verdinderung des C-Systems. 
Man bekommt neue Kernschwingungsniveaus des C-Terms und die Ro- 
tationsterme im v = 0 kénnen bis etwa AY = 40 verfolgt werden (1). Es 
ist jedoch besser, statt dieser Hochdruckaufnahmen eme Untersuchung 
in Absorption vorzunehmen, weil die 0—O-Bande dann von lastigen Uber- 
lagerungen derjenigen Banden, die den héheren Kernschwingungsniveaus 
zuhoren, frei wird. Es wird dadurch méglich, den St6rungsverlaut im ein- 
zelnen besser zu verfolgen. Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist 


verade eine solche Untersuchung. 


') R.S. Mulliken, Phys. Rev. 25, 509, 1925. — 7) E. Hulthén, ebenda 
29, 97, 1927. 3) B. Grundstrém u. E. Hulthén, Nature 132, 241, 1933. — 
') Die beiden fritheren Arbeiten iiber CaH: B. Grundstrém, ZS. f. Phys. 69. 
236, 1931; 75, 302, 1932 werden hier mit I bzw. Il bezeichnet. 
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$1. Beschreibung eines Vakuumofens. Bei dem Absorptionsversuch 
wurde ein Kingscher Widerstandsofen mit horizontalem Heizrohr benutzt. 


Der Verfasser hatte Gelegenheit, im Sommer 1933 mit einem solechen Ofen?) 





Fig. 1. 
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Fig. la. Fig. 1b. 


im Institut fir Sonnenphysik in Potsdam zu arbeiten. Unser Ofen (Fig. 1) 
wurde voriges Jahr im Iesigen Institut gebaut. Weil die Konstruktion 
dieses Ofens Abweichungen von demjenigen in Potsdam hat, folgt Mer 


eine kurze Beschreibung. 


1) E. Freundlich, Das Turmteleskop der Einsteinstiftung. Berlin 1927. 
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Zwei wassergekiihlte Kupferrohre (6,8), die als Stromzuleitung dienen 
sind durch eine grobe vertikale Frontplatte aus Stahl (5) vakuumndich 
und elektrisch isoliert eingefiihrt. Die Vakuumdichtung (Fig. la) besteh 
aus einem Doppelkonus aus Ebonit, der in zwei entgegengesetzten Rich, 
tungen, an die Frontplatte und an die Kupferelektroden, sehr stark an 
ceprebt werden kann. Man kann dadurch den Ofen sowohl bei hohe 
Druck als auch bei Vakuum benutzen. In der Mitte der Stahlplatte befinde 
sich ein Rohr (9) mit Glasfenster (in der Figur nicht zu sehen), durch welch: 
man den Ofen durehleuchten kann. Seitlich an diesem Rohr ist noch ei 
zWeites angeordnet (7), das als Gaszuleitung und zum Auspumpen dient 
Der Heizstrom wird jetzt von den Kupferelektroden durch ein Graphitroly 
veleitet. Dies Rohr ist in der Figur nicht zu sehen, weil es von einen 
Strahlungsschutzrohr (2) aus Graphit wmgeben ist. Der elektrische Kontakt 
zwischen den Kupferelektroden und dem Heizrohr wird durch zwei krattige 
Graphitblécke besorgt. Es ist von grober Bedeutung, die Ubergangswider- 
stande modvlichst klein zu machen. Eimer der Kontakte muh auberdem 
auch beweglich sein, um ein Zerspringen des Graphitrohres wahrend der 
Autheizung zu vermeiden. Der feste Block (1), der mit zwei zylindrischen 
Durehbohrungen versehen ist, wird genau an dem inneren Ende des unteren 
Kupferelektrodes und dem einen Ende des Heizrohres festgeklemmt. Das 
andere Ende des Heizrohres wird ebenfalls in einer zylindrischen Durch- 
bohrung eines zweiten Graphit blockes (3) festgeklemmt. Die obere Kupfer- 
elektrode steht nicht in unmittelbarem Kontakt nut diesem Block, sondern 
veht frei hindurch. Der Kontakt (Fig. 1b) ist beweglich angeordnet. An 
zwei Seiten dieses Blockes befinden sich auf der oberen und der unteren Seite 
des Kupferrohres zwei Rollen mit eimem nach dem zylindrischen Kupfer- 
rohr geformten Querschnitt. Diese Rollen werden in kaltem Zustand 
ziemlich fest vegeneinander gedriickt. Man bekommt dadurech Kontakt 
nicht nur in zwei Punkten, sondern lings dem ganzen Umkreis des Kupfer- 
rohres. Wenn der Ofen dann heili wird, gestatten diese Rollen eime ge- 
niigende Bewegung in der Richtung des Heizrohres. 

Die oben genannte Frontplatte ist auf een Wagen gestellt, der langs 
zwel Sehienen rollen kann. Der ganze Ofen kann dann in emen groben 
wassergekiihlten, zylindrischen Vakuumbehialter hineingerollt werden. Die 
Vakuumdichtung zwischen der Frontplatte und dem Behalter wird durch 
zwei ringtOrmige Bleidichtungen (Vorvakuum) besorgt. Die Frontplatte 
mub sehr stark an die Behalter angeklenumt werden; dazu dienen zwolt 


Schrauben, die am duberen Rande der Platte befestigt sind. Die aubere 


Liinge des Vakuumbehilters ist 7O0em, und der Durchmesser der Front- 
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Jatte 34em. Die Frontplatte, die eme Dicke von 4¢m hat, ist nicht 
vassergekiihlt, wird aber von der Strahlung des Heizrohres durch ein 
System von fiinf Kupferplatten (4) geschiitat. 

Der Ofen wird von einem 15 kW-Wechselstromwandler gespeist. Wenn 
man ein Heizrohr benutzt, das zwischen den Graphitblécken 25 em lang 
st und einen auberen Durchmesser von 25 mm und eine Wandstarke von 
1.75 mm hat, so bekommt man ber Vakuum und bei maximaler Belastung 
der Stromwandler (750 Amp., 20 Volt) eine Temperatur in der Mitte des 
Heizrohres von rund 2100°C. In einer Wasserstoffatmosphaire von etwa 
500 nun Druck wird die Temperatur ungefahr 100° tiefer. Wenn man nur 
Graphitrohre von kleineren Dimensionen benutzt, Kann man selbstverstiénd- 
lich noch héhere Temperaturen, bis zur Grenze der Brauchbarkeit des 
Graphits (2500° C), erreichen. 

Den groben Vakuumbehalter und die Frontplatte verdanken wir 
\vesta Jairnverks AB., die sie in hebenswiirdigster Weise kostenlos iiber- 
lassen hat. Wir sind ebenso Skandinaviska Grafitindustri Aktiebolaget, 


Trollhattan, fiir die Uberlassung von Graphitstaben zu grobem Danke 


verptlichtet. 
§ 2. Mit dem oben beschriebenen Ofen ist eme grobe Anzahl von 


Absorptionsaufnahmen von Metallhydriden gemacht worden, itber welche 
wir spater berichten wollen. Im Falle des CaH mul man das Graphitrohr 
vor Karbidbildung schiitzen. Es ist daher zweckmabig, das Calciummetall 
in ein Porzellanrohr einzubetten. Das Porzellan wird namlich nicht so 
schnell vom Calciummetall zerstért, als der Graphit. Die roten A- und 
B-Banden bei 2 7035, 6920 und 63889 kommen schon bei etwa 1000° C stark 
hervor. Die ersten Anzeichen der C-Bande erhailt man bei 1100°C. Bei 
1300° C ist die Bande bis zur Rotationszahl AY = 28 voll ausgebildet. Diese 
Temperatur liegt in unmittelbarer Nahe des Siedepunktes des Calciums. 
Cin ein Abdestillieren des Metalls nach den kalteren Teilen des Ofens zu 
verzogern und um angenahert ein Temperaturgleichgewicht zu bekommen, 
ist es notwendig, einen Wasserstoffdruck von derselben Grébe wie der 
Vampfdruck des Metalles zu halten. Bei den endgiltigen Versuchen wurde 
demnach der Wasserstoffdruck bei der héchsten verwendeten ‘Temperatur 
auf 500 mm eingestellt. 

Als kontinwerliche Lichtquelle diente eime Wolframbandlampe mit 
wassergekiihltem Metallgehause und mit austauschbarem Gliihband, die 
nan also iiberbelasten kann. Die Aufnahmen wurden mit einem Plangitter 
mut einer Dispersion von 5 A/mm gemacht. Diese Dispersion ist im Falle 


orliegender Absorptionsuntersuchung von geniigender Grébe, weil die 











50mm He. 


500 mm Hg, 


bei a) Tiefdruckemission 


0-Bande 


Absorption 13000 C, 


b) 


Photometerkurven der 0 


») 


—— 


Fig 
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Linien oberhalb der Abbruchstelle sehr diffu 
sind. Leider ist der Spektrograph nur m 
(ilasoptik ausgeriistet, wodurch die 1—0-Ban 
des C-Systems bei / 3368 stark geschwiic! 
wurde. Auber der 0—O-Bande kann man | 
den hochsten Temperaturen ein schwach: 
Anzeichen der 1—1-Bande sehen. Fig. 2 ste! 
eine Photometerkurve dar, die aus einer Au 
nahme bei 1300° C gewonnen wurde. 

§ 3. Beschreibung der C-Bande. Stérungen. 
Die Messungen der O0—O-Bande sind in de 
Tabelle 1 wiedergegeben. 

Diese Tabelle ist eine Zusammenstellun: 
der Resultate aus drei verschiedenen Versuchen: 

I. Emission bei niedrigem Wasserstoffdruck. 
50mm He. 
IJ. Emission bei hohem Wasserstoffdruck, 
4 Atm 
Ill. Absorption, unter den oben angefiihrten 
Bedingungen. 

Die friiheren Messungen sind als ungenau 
anzusehen, und vor allem ist die Dublett- 
struktur zu bemerken. Diese Tatsache zeigte 
sich am deutlichsten bei den Aufnahmen in 
Kmission bei niedrigem Druck, die mit eimem 
6,5 m-Konkavgitter dritter Ordnung gemacht 
wurden. Die P- und R-Linien kénnen von 
K = 3 baw. K = 6 aus als doppelte Linen ge- 
messen werden. Die grofe Dispersion (0,6 A/mm) 
gestattet auch eine eimwandfreie Einordnung 
der Komponenten nach 7,- und T,-Termen. 
Um eine solche Eimordnung zu ermdglichen, 
wurde zuerst die 0—O-Bande des B-Systems 
bei A 6920 in der zweiten Ordnung des Konkav- 
sitters aufs neue photographiert. Es wurden 
danach sehr genaue Kombinationsdifferenzen 
A,T, wnd A,T, des Normalzustandes — be- 
rechnet. Diese Differenzen sind in der Ta- 


belle 2 mitgeteilt. In dieselbe Tabelle sind 
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Tabelle 2. Die Kombinationsdifferenzen des Normalzustandes, 
berechnet aus der B- und C-Bande. 











B-Bande C-Bande 
. 4g 7} 4q Te 45 T} 4_ Te 
l 25,40 25,30 
2 42,30 42,17 42,39 42,25 
3 59,18 59,07 59,23 59,05 
4 76,04 75,94 76,04 75,81 
5 92,83 92,76 92,87 92,6) 
6 109,62 109,50 109,64 109,34 
7 126,27 126,19 126,29 126,10 
8 142,87 142,82 142,91 142,83 
g 159,47 159,39 159,45 159,34 
10 175,91 175,84 175,92 175,82 
ll 192,33 192,21 192,25 


auch die entsprechenden Differenzen aufgenommen, die man mit Hilfe der 
C-Bande berechnen kann. Ein Vergleich zwischen diesen nach zwei ver- 
schiedenen Weisen berechneten Kombinationsdifferenzen desselben Zu- 
standes zeigt sogleich, da die Zuordnung eindeutig ist. 

Wenn wir jetzt die Fig. 2 naher betrachten, so finden wir den schon 
vorher bei Hochdruckemission (Fig. 4, I) besprochenen charakteristischen 
Abbruch bei K = 11. Besonders deutlich kann man dies in dem R-Zweig 
sehen. Die Linien Ry bis Ry, sind scharf. Bei R, bemerkt man eine kleine 
Steigerung der Absorption, was durch die schwache 1—1-Kante verursacht 
wird. Wenn wir jetzt die Serien nach héheren K-Zahlen verfolgen, so finden 
wir, dab die Linienbreiten von R,, bis zu Ry; immer gréber werden. Von 
hier an werden die Linien wieder scharfer, bis wir nach R,, gelangen. Hier 
tritt plétzlich ein neuer Abbruch von demselben Charakter wie bei R,, 
ein. Die Linien werden jetzt noch einmal sehr unscharf. In der Fortsetzung 
werden die Linien wiederum schiarfer, aber bei A, konnen wir einen dritten 
Abbruch unterscheiden. In der Hochdruckemission (Fig. 4, ]) zeigt die 
Bande ein ganz adbnliches Aussehen, obwohl man hier infolge Uber- 
lagerung von Hisenlinien und Oberschwingungen der O0—0-Bandenfolge 
die Einzelheiten nicht so gut iibersehen kann. Zusammenfassend kénnen wir 
also feststellen, dai bei den’ Rotationstermen T (11), T (22) und T (28) 
des C-Zustandes starke St6érungen auftreten. 

Wenden wir uns jetzt zu der Struktur der einzelnen Linien, so finden 
wir unter den diffusen Linien bei den drei Abbruchstellen auch sehr grobe 
Dublettaufspaltungen. Wie aus der Tabelle 1 hervorgeht, sind die 
Linien R,, bis Ry, Rgg—Ry, und Py,—P,; sowohl in Emission als in 
Absorption doppelt gemessen, In die Tabelle sind auch die Komponenten- 
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abstande ARund AP und die Linienbreite Avy eingetragen. Unter der 
uinienbreite wird hier die Halbwertsbreite der beiden Komponenten ver- 
standen. Die Breite der einzelnen Komponenten ist also etwa die Halfte 
der in der Tabelle aufgefithrten Werte. Weil die Komponenten so diffus 
sind, kénnen wir hier keine Einordnung nach T,- oder T,-Termen vor- 
nehmen. 

§ 4. Formeldarstellung der Rotationsterme des C-Zustandes. Kine Formel- 
darstellung der Rotationsterme ist schon friiher (I) ausgefiithrt. Man wurde 
dabei zu der Annahme zweier verschiedener b-Werte desselben Kernschwin- 
cungsniveaus gedrangt. Mit Hilfe der verbesserten Messungen wollen wir 
jetzt diese Formeln aufs neue untersuchen. Wir wollen es jetzt mit folgender 
einfachen Termformel versuchen : 

T(K)= B-K(K+1)4+ D-[K (K+ 1)P +f (4), 

wo {(K) einen Entkoppelungsterm bedeutet. Der Wechselwirkungsterm 
zwischen Elektronspin und Molekilrotation ist hier fortgelassen, d. h. wir 
beschranken uns auf den Schwerpunkt der Dublette. Im Falle grober St6- 
rungen ist es zweckmabig, die ersten Differenzen A, T = T (K)— T(K—1) 
zu berechnen, weil sich diese Differenzen dem Stérungsverlauf besser 
anschmiegen, als die zweiten Differenzen 4,7 = T (K + 1)— T (kK —1). 
Nach Division mit A wird 


_ = 2B+4DK? + A,f(K); 4,f(K) = _—— 


wo A,f (A) den Beitrag aus der Entkopplung darstellt. Dies Verfahren 
setzt eine genaue Kenntnis der Rotationsterme des Normalzustandes voraus, 


A, /{K) 











sonst kann man die 4,7 nicht berechnen. In diesem Falle kann man auch 
ohne Schwierigkeit ein absolutes Termschema des Normalzustandes auf- 
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bauen, weil dieser Zustand ganz regelmabig verlauft. Durch Additio 
von f- und P-Linien gelangt man dann zu einem entsprechenden Tern 
schema des C-Zustandes. In der Tabelle 8 sind diese Terme als T?°°” ei: 
getragen. Die hieraus berechneten 4, 7/K werden in Fig. 8 itiber K? au! 
getragen. Fir A < 11 sind die Werte mit Kreuzen, fiir K > 11 mit Punkte 
bezeichnet. Aus der Figur geht hervor, dab die Kurve fiir héhere K-Wert. 
sich durch den Ausdruck 2- B+ 4- D- K? gut darstellen laBbt, daB als 
hier A,f (K) = 0 ist. Die Termformel kann demgemah in diesem Gebie 


auf nur zwei Glieder beschrankt werden: 


T! (K) = 4,58- K (K + 1) —1,68- 10-4 [K (K + 1). 


Tabelle 3. Beobachtete und berechnete Rotationsterme des C-Terms. 








K poeob T! i reob vil pi beob 
0 28 352,53 28 352,5 28 352,53 
l 359,92 361,7 1,8 359,90 — 0,02 
2 376,80 380,0 3,2 367,82 0,02 
3 403,19 407,5 4,3 | 403,25 0,06 
4 439,11 444.0 4,9 | 439,14 0,03 
5 484,38 489,7 5,3 484,40 0,02 
6 538,91 544,6 5,7 538,91 0,00 
7 602,60 608,5 5,9 602,56 — 0,04 
s 675,38 681.4 6,0 675,19 — 0,19 
4 757,00 763,3 6,3 756,63 — 0,37 

LO 846,61 854,3 7,7 846,69 0,09 

11 947 34 954,2 6,5 945,15 — 2,19 

12 29 055,5 29 062,9 7,4 

13 175,0 180,5 5,0 

14 303.6 306.9 3,6 

15 439,4 442.0 2.6 

16 —_ 585.9 — 

17 734.9 738,3 3,4 

18 898,8 899,3 0,5 

19 30 068,0 30 068,6 0,6 

20 246.3 246,3 0,0 

21 431.9 432,6 0,7 

22 626.3 626,9 0,6 

23 828,8 829,7 0.9 

24 31 041,0 31 040,0 1.0 

25 259,2 2585 0,7 

26 485.8 484,4 — 0.7 

27 719.5 719,0 — 0,5 

28 961,2 960,7 — OS 


Die aus dieser Formel berechneten Termwerte sind in der Tabelle 3 
als JT! aufgefiihrt. 
T!—- T°” gwischen gemessenen und berechneten Termwerten. Sowohl 





In der letzten Spalte findet man die Abweichung 
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.us diesen Abweichungen wie aus der Fig. 4 geht hervor, dab die Termformel 
ir die ersten K-Werte nicht zutreffend ist, d.h. 4,f (KX) und f(t) #0. Wir 
vollen deshalb zuerst unter- 


° 7 
suchen, ob es médglich ist, 
unter Beibehaltung der oben ‘ ae 
angegebenen B- undD-Werte fue ee 
! + . 
NY 


die f UX) in der Form einer 


l-Entkopplung darzustellen. 





; P P , ‘ ob— > s— 7 
Ks zeigt sich dabei (siehe | ‘ 2 ry 
Fig.5), daB die A,f(K) sehr | | 

Fig. 4. 


cut elmer Geraden 
. 9 : 919 - 
A, f(K) = 74 +268, mit « = 2,123 und B = 0,187 


folgen. Bei hohen K-Werten zeigt sich eine Tendenz zur Abweichung von 
dieser Geraden, was durch das Vorhandensein des Stérungsgebietes bei 
K ~ 11 bedingt sein dirfte. Wir kénnen daher die f (/‘) durch folgenden 
Ausdruck darstellen : 
{(K) =aK + pR(K + 1). 
Wir werden also zu dem Resultat gefiihrt, dab der B-Wert 4,58 nicht mehr 
zutreffend ist, sondern durch 4,58 + 0,187 = 4,77 ersetzt werden mub. 
Ein ahnliches Ergebnis wird auch erhalten, wenn wir nur mit Benutzung 
der ersten elf in Tiefdruckemission gefundenen Termwerte eine Termformel 
berechnen. Wird von Anfang an 
TU (K) = B-K(K4+1)4+ D-[K(K+4+ 1)P+ak 
angesetzt, so kénnen wir 
A, TU (Kk) —« 
Kk 


nach Fig. 8 als die obere gerade Linie darstellen. Aus dieser Geraden wird 


— 9B+44DK? 


berechnet 
B = 4792; D = —8910-*; a = —2,22, 
wie es auth vorher mitgeteilt worden ist. In der Tabelle 3 sind T™ und die 
Abweichungen JT™-— T°? ebenfalls eingetragen. 
§ 5. Die Deutung der Stérungen. Als Ursache der ersten und stiarksten 
Stérung bei K = 11 wurde in I die Einwirkung des D,?2-Terms auf den 
(-Term angegeben, und zwar so, dafi die Potentialkurven einander iiber- 


schneiden. Daraus kann man, im Sinne der Theorie von Kronig!), 


') R.de L. Kronig, ZS. f. Phys. 62, 300, 1930. 
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schlieBen, dab unter gewissen Umstiainden starke Frequenzstérungen au 
treten miissen. Solche St6érungen sind im CaD, wie von W. Watson 
vezeigt wurde, tatsachlich beobachtet. Im CaD haben wir es mit ahnlich: 
Potentialverhaltnissen wie bei CaH zu tun. Dab die Stérungen bei Cai) 


vielfach gréBer als bei CaH sind, kann dadurch erklart werden, daB div 
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Fig. 5. Fig. 6. 


Kernschwingungs- und Rotationsniveaus im CaD etwa zweimal so dicht 
liegen wie im CaH. Die Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins einer 
Stérung, die kurz gesprochen auf der Bedingung gleicher Energie fiir das- 
selbe totale Impulsmoment beruht, wird dadurch etwa viermal gréBer. Di: 
von Watson beobachteten grofen Stérungsbetrage, die sich in einer 
Umwalzung der ganzen Bandenstruktur bei CaD auBern, lassen sich eng 
mit dieser Erklirungsweise in Ubereinstimmung bringen, da der Stérungs- 
betrag resonanzmibhig mit den Termwerten verlauft. Gleichzeitig mit den 


Frequenzstérungen treten auch grobe Dublettaufspaltungen der Banden- 





') W. W. Watson, Phys. Rev. 47, 27, 1935, 
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‘en auf, aber welche wir in einer folgenden Arbeit naher berichten wollen. 
CaH sind keine so ausgesprochenen Resonanzstérungen wie bei Ca D 
i finden. Es ist aber fraglich, ob der oben angegebene, ungewohnlich grobe 
neare Term 2,22- AK wirklich als eine reine l-Entkopplung anzusehen ist, 
odenfalls ist sie von solchen Stérungen iiberlagert. Wir kénnen eigentlich 
nur soviel sagen, dali die Stdrungen so regelmabig verlaufen, dai es moglich 
wird, die gestérten Terme durch eine besondere Termformel 7™ darzustellen. 
Die Veranderung des B-Wertes kann mit Hilfe der Potentialkurven dadurch 
orklart werden, dab die Kurven in der Nahe des Schnittpunktes deformiert 
sind. und zwar so, dali der Teil der Potentialkurve des C-Zustandes, der 
unterhalb v = O und AK ~ 11 liegt, nach kiirzeren Kernabstanden um etwa 
0,03 A verschoben ist. Aus Symmetriegriinden miissen wir dann eine ent- 
sprechende Verschiebung der Potentialkurve des D-Zustandes erwarten. 
In den Absorptionsaufnahmen gibt es ein neues Bandensystem, das sich 
von 4 3600 A zu langeren Wellenlangen erstreckt. Diese Banden haben eine 
Struktur, die der Bande bei / 4900 (II) sehr ahnlich ist. Eine spaitere Unter- 
suchung wird hoffentlich dariiber Auskunft geben, ob diese Banden als 
Uberginge aus dem Grundzustand in den Teil des D-Zustandes, der 
dicht unter dem Schnittpunkt liegt, zu deuten sind. Wenn das der Fall 
ware, so kénnte man vielleicht tber die Lage dieser Potentialkurve 
etwas Naheres aussagen. 
$6. Die Limenbreite. Fiir K-Werte < 11 haben wir nur Resonanz- 
st0rungen, aber wenn AK > 11 wird, treten auberdem Storungen durch 
Pradissoziation hinzu, die als Ursache der Verbreiterung der Bandenlinien 
anzusehen ist. Um diese Umstande naher zu untersuchen, wollen wir die 
Potentialkurven des C- und D-Zustandes nach der Methode von Morse?) 


aufzeichnen. Es ist 








V (r) -~ Dig OP cig 49 @, wo a= 0,2454: | u-w, %- 


Die Konstanten sind mit Benutzung folgender Werte (cm~!) berechnet: 





D B, o*Le 
CeBmetenad .... ..0 ««- 18 000 4,63 | 22 
D-Zustand ....... 7 000 2,50 33 


Im D-Zustand ist B. durch die Gleichung 


B, = B,—a(v+ 3) 


') Ph. M. Morse, Phys. Rev. 34, 57, 1929. 
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zu berechnen. Im C-Zustand gibt es nur eine Rotationsanalyse fiir v = 
Mit Hilfe der empirischen Relation von Birge « = 22% Be/1,4 wi 
a~0,10em- geschitzt. Mit Benutzung von By = 4,58 wird dar 
B. ~ 4,63. In die Fig. 6 sind nur die Teile der Potentialkurven in der Nai! 
des Schnittpunktes eingezeichnet. Zu diesen Grundkurven V (r) (dick 
ausgezogen) sind jetzt nach Oldenberg?#) die Rotationspotentiale, 


2 


yi — “<.B,(K + }) 


r? 


fir A = 11, 15 und 20 addiert. Auch die totale Energie des Molekiils iy, 
diesen drei Rotationszustinden ist im C-Niveau (v = 0) eingezeichne' 
worden. In vertikaler Richtung werden die Kurvenscharen des C- uni 
D-Zustandes durch die v9-Linien »,, = 28353 em und vy, p= 22525 em! 
gegeneinander festgelegt. Die in der Fig. 6 schraffierten Flachen geben div- 
jenigen Potentialbereiche an, die fiir die Wahrscheinlichkeit?) eines Uber- 
ganges des Molekiils aus dem Zustand C nach D oder umgekehrt, maBbgebend 
sind. Solange die totale Energie des C-Terms unterhalb der Dissoziations- 
grenze des D-Terms liegt, bildet sich ein Gleichgewichtszustand zwischen den 
beiden Termen aus. Es kommen hier nur Resonanzstérungen vor, und die 
Bandenlinien sind scharf. Wir miissen also der Dissoziationsgrenze des 
D-Terms dieselbe Energie zuschreiben wie v = 0, K = 11 in dem C-Term. 
Die Energiedifferenz zwischen diesem Niveau und der Gleichgewichtslage 
des D-Terms labt sich dann in folgender Weise berechnen: », ,— ’,, 
+ Nullpunktsschwingung + Rotationsenergie (K = 11) = 5670 + 72) 
+. 590 = 6980 em-!, in guter Ubereinstimmung mit der aus den drei ersten 
Kernschwingungsniveaus des D-Terms extrapolierten Dissoziationsenergic 
7000 em-}. 

Auch in CaD werden diese Verhaltnisse gut bestatigt. Nach Watson?*) 
brechen die Serien in Tiefdruckemission bei R (17) und P (19) ab. Die mit 
Benutzung des 0?-Wertes 4, q/Mcap = 9,513 geschatzten Rotationsterm 
und Nullpunktsschwingung des CaD sind in Fig. 6 gestrichelt eingetragen. 
Es zeigt sich, daB T (18), v = 0im C-Term auch in gleicher Hohe wie die 





Dissoziationsgrenze des D-Terms liegt. 

Mit Hilfe der Potentialkurve kénnen wir den Stérungsverlauf im Ein- 
zelnen verfolgen. Der Potentialberg wird von K = 11 ab allmahlich kleiner 
und nimmt bei K ~ 15 den Wert 0 an. Die Uberlagerung der beiden Wellen- 


') O. Oldenberg, ZS. f. Phys. 56, 563, 1929. *) R. W. Gurney u. 
Kk. W. Condon, Phys. Rev. 33, 127, 1929. — *) W. W. Watson, Phys. Rev. 
47, 27, 1935. 
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inktionen, die die Lagen der Kerne im C- und D-Zustand darstellen, wird 
jer besonders groB, weshalb eine maximale Unscharfe der Bandenlinien 
-intreten muBb, ein Ergebnis, das mit den Beobachtungen in guter Uberein- 
timmung steht. Wenn wir zu héheren K-Werten gehen, wird die Schwelle 
commer gréBer, die 4uBeren Wendepunkte der Kerne des C-Zustandes und 
die inneren des D-Zustandes riicken auseinander und die Linien miissen 
scharfer werden, was auch auf der Photometerkurve Fig. 2 zu sehen ist. 
Die zwei oberen Stérungsgebiete bei K = 22 und 28 dirften jetzt in 
derselben Weise wie bei K = 11 durch die Einwirkung von benachbarten 
Klektronenzustainden verursacht sein. Bis jetzt sind keine Uberginge zu 
diesen Zustainden beobachtet. Es wiirde vielleicht méglich sein, diese 
neuen Terme nach héheren Kernabstanden in dem Gebiete des D-Terms 
weiter zu verfolgen, indem wir sie als Ursache der starken Stérungen bei 
hoheren K-Werten der D-Banden auffassen (IJ). Diese St6rungen kénnen 
jedoch ebenso gut durch die B- oder A-Terme verursacht sein. 
Kronig!) hat eine Formel aufgestellt, die die Linienbreite A vin quanti- 
tative Beziehung zu den Potentialschwellen setzt. Es ist 





h-v 4x f{ 
Avy = ——-e-? = — \2u(W (r) —B) dr. 
Im Rotationsniveau K = 15 ist 8 ~ 0, und daraus wird Ay ~ 50 cm™, 
ein Wert, der etwa zehnmal gr6éBer ist als die beobachtete Halbwertsbreite 
(Tabelle 1). Die Kronigsche Formel ist also auf diese extremen Verhalt- 


nisse nicht anwendbar. 


Herr Prof. Dr. E. Hulthén hat an dem Bau des Ofens tatigen Anteil 
genommen. AuBerdem bin ich ihm fiir viele wertvolle Ratschlage wahrend 
der vorliegenden Untersuchung groben Dank schuldig. 


Stockholm, Physikalisches Institut der Universitat, April 1935. 


1) R.de L. Kronig, ZS. f. Phys. 62, 300, 1930. 
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Uber die Feinstruktur der Réntgenabsorptionskanten 


von Legierungen. 
Il. CuBe, NiO und AuCu, (statistische und geordnete Phasen 
Von R. Smoluchowski, z. Z. in Groningen. 
Mit 6 Abbildungen. (Eingegangen am 9. Mai 1935.) 
Es werden weitere E:xperimente zur Priifung der im ersten Teil dieser Arb: 
gegebenen und im Falle der y-Legierungen bestiitigten Methode zur Berechnu 
der Feinstruktur von Roéntgenabsorptionskanten in komplizierten Fallen by 
schrieben. Kristalle mit einfachem Gitter, aber sehr verschiedenen Atomnummes 
der Bestandteile werden untersucht. Die Resultate sind im Einklang mit de: 
Theorie und werden niher diskutiert. Beim Vergleich der Messungen an Cul: 
mit $-Messing kommt der grobe EimfluB der Atomnummer zum Ausdruck. Bi 
NiO zeigt sich, dai der Bindungscharakter des Gitters weiter von der Hauptkante. 
also fiir héhere Elektronenenergien, keine Rolle mehr spielt. Zuletzt wird de: 
EinfluB des Ordnungsgrades der Atome im Kristall auf die Feinstruktur nihe 
besprochen und im Falle von AuCu, untersucht. 


Im ersten Teil dieser Arbeit!) wurde iiber eine Methode zur Berechnuny 
der Feinstruktur der Rontgenabsorptionskanten auf Grund der Kronig- 
schen Theorie im Falle von komplizierter Gitterstruktur und von sehr 
verschiedenen Atomnummern der Bestandteile des Kristalls sowie tiber dik 
zu ihrer Priifung durchgefiihrten Untersuchungen an eimigen y-Legierungen 
berichtet. Die experimentellen Resultate bestatigen in diesem Falle die 
Theorie. Hier sollen weitere Experimente beschrieben und eingehend aut 
Grund der theoretischen Betrachtungen diskutiert werden. Uns interessiert 
hier besonders der Einflufi der Atomnummer der Elemente auf die Fein- 
struktur der Kanten und nicht so sehr die Rolle der Struktur des Kristall- 
vitters selbst, da diese, wie schon frither gezeigt, durch die Theorie sehr be- 
friedigend wiedergegeben wird. Wir wahlen deshalb Kristalle von ein- 
fachem Gittertypus und mit Elementen von modglichst verschiedenen 
Atomnummern. 

7. CuBe. Von den wenigen Legierungen, deren Bestandteile sehr 
verschiedene Atommummern haben, schemt Kupfer-Berylium am_ ein- 
fachsten hergestellt und untersucht werden zu kénnen. Die Legierung 
wurde aus reinen Metallen bereitet und spater quantitativ analysiert {wegen 
der Einzelheiten der experimentellen Methode mége auf die fritheren Ver- 


Offentlichungen verwiesen werden?)]. Diese Legierung  kristallisiert 1m 


') R. Smoluchowski, ZS. f. Phys. 94, 775. 1935; im weiteren als I zitiert. 
— *) D. Costeru. R. Smoluchowski, Physica 2, 1, 1935: R. Smoluchowski. 
Diss. Groningen 1935. 
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ibisch kérperzentrierten Gitter vom CsCl-Typus, so dab jede Atomsorte 


. einfaches kubisches Gitter bildet. Waren die beiden Elemente benachbart. 














hitten wir es nut dem Falle des Gitters von f-Messing oder x-Eisen zu 
n: bei Vernachlassigung z. B. der Be-Atome kénnten wir dagegen eine 
Veinstruktur, die eimem eimfachen kubischen Gitter entspricht, erwarten. 
jeser Umstand ermdglicht einen interessanten Vergleich, der weiter unten 
durchgefihrt wird. Die theoretischen Berechnungen der Feinstruktur 
inden nach der in I beschriebenen Methode statt. und zwar nach der 
ormel (5), wobei eimfachheitshalber von dem Faktor 1/g* sowie von der 
\bhangigkeit der Grobe FP, von g und Z; abgesehen wurde. Die ersten zwei 
Vernachlassigungen wurden schon in I begriindet; da man auch den 
y Kinthib vonZjaut Fauber 
Betracht lassen kann, liegt é fA Dy CB ba A 
3 darin, dal er, wie Ofters 
| sepriift, weit unterhalb 
der Fehlergrenzen liegt. 
. Fur Cu Be werden wir dies 5 as 
| sleich zeigen. y $0 4) 0 
In eimem_ kubisch 7 — nae - 
1 : oP ae aii 
‘ sorperzentrierten Cs Cl- Fig. 1. Diagramm der Braggschen Reflexionen des Cu Be. 
Gitter sind fir Kristall- 
‘lichen, fir welche «+/+ y gerade ist, die Fourer-Koeffizienten V, 
vrOBer als bei ungeradem 2+ f+ y. Das Intensitaétsverhaltnis der 


,veraden” und .,ungeraden*’ Reflexionen, das durch den Ausdruck 


cerade a a ee a oo 


Zou (1 — Feu) aes Z ie (1 — F.) 


: ungerade 


der vom g? = S,d® (mt S = 2? + fp? + y*) abhangt, gegeben ist, wurde 
ur S = 10 bis 40 berechnet, was beinahe dem ganzen experimentel! unter- 
suchten Gebiet der Feimstruktur entspricht. Die zur Berechnung ge- 
brauchten numerischen Daten waren dieselben, welche man aus Hartree- 
schen Feldern bekommt. Die Intensitat fiir .,»ungerade’ Flachen ergab sich 
uu ungetahr 60°, der der ..zeraden**. Dies Verhaltnis andert sich zwischen 


‘ = 10 und 40 um nicht mehr als 3°, wodurch die gemachte vereinfachende 





Annahme gerechtfertigt wird. Aus der Formel (2) in 1 ]46t sich der minimale 
Wert Sg berechnen, fiir welchen eine Diskontinuitaét des Absorptions- 
oeffizienten noch entstehen kann Bei Cu Be ergibt sich Sy = 10. In Fig. 1 
st fir jeden S-Wert ein schwarzer Streifen eimgezeichnet., dessen Breite 
onstant, gleich 2, und dessen Hohe proportional der berechneten Intensitat 


40 * 
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ist. Die einzelnen Gruppen der Schwarzung lassen sich hier sehr lei 
trennen und ihre Haufungspunkte berechnen. Wegen der groBen Anzahl ne 
beiemander gelegener starker Reflexionen kann man keine ausgesproch: 
Feistruktur der Kanten erwarten; auch die kleine Gitterkonstante wi: 
im selben Sinne, da die Feinstruktur dadurch itber ein: 

Cr groberen Frequenzbereich ausgebreitet wird. Dab < 

| der Fall ist, zeigt Fig. 2, wo die Photometerkurve | 

| CukK-Absorptionskante des CuBe reproduziert ist. 

Nach der Kronigschen Theorie fallt jede Grup) 
der Braggschen Reflexionen zwischen ein Minimur 
der Absorption an der kurawelligen Seite und ein Maxi- 
mum an der langwelligen Seite (siehe I, S. 776). Fir eines 
Vergleich mit dem Experiment mu man noch den energe- 
tischen Abstand zwischen dem Niveau, das der Kante 
edyP « selbst entspricht, und dem als Nullin der Energieskale de 
| Fig. 1 angenommenen mittleren Gitterpotential kennen. 
Da die nétigen Daten fiir Cu Be nicht bekannt sind, haben 





wir fiir diesen Abstand 10 Volt angenommen, einen Wert, 


} a. 
FEOC BA 


der in den meisten anderen Fallen gefunden wird. Die 
Fig. 2. Cu K-Absorp- um diese 10 Volt vergréBerte Lage der Mittelpunkte 
tionskante des CuBe. A apes ; 

der Fluktuationspaare (Minimum und Maximum in der 
Feinstruktur) und die aus Fig.1 berechneten theoretischen Werte der Hiiu- 
fungspunkte sind in Tabelle 1 gegeben. Wir sehen, dab fiir hdhere Energien 
die Ubereinstimmung sehr befriedigend ist, in der Nahe der Hauptkante da- 
gegen die theoretischen Werte zu hoch liegen, was man auch erwarten darf!). 


Tabelle 1. Theoretische und experimentelle Lagen der Diskonti- 
nuitaitsgruppen bei CuBe. 

















Experiment Theorie Experiment Theorie 
A—x | 38 65 D—s | 180 184 
B—p 92 100 E—e 220 223 
C—y | 146 143 | 


{s ist lehrreich, einen Vergleich mit P-Messing zu machen, das in dem- 
selben Gitter kristallisiert, wo aber die Be-Atome durch Zn-Atome ersetzt 
sind. Wie aus friiheren Untersuchungen *) bekannt, stimmen die Lagen der 
entsprechenden Schwankungen der Feinstruktur im f-Messing und «-Hisen 


1) R.de L. Kronig, ZS. f. Phys. 7, 191, 1932. — #) D. Coster u. 
R. Smoluchowski, l. e. 
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iiberein. Aus diesem Grunde sind die in Tabelle 2 gegebenen Werte fiir 
\lessing bei héheren Energien durch «-Eisen erganzt. Wie man aus emem 
rvleich mit den Voltabstanden der einzelnen Fluktuationen des Ab- 
rptionskoeffizienten bei Cu Be sieht, labt sich keme Zuordnung der beiden 
Voinstrukturen durehfiihren. Dies bedeutet, dafi die Anderung § einer 
\tomsorte von der Atomnummer Z = 29 zu Z = 4 einen groben Einflub 
auf die Feinstruktur der Absorptionskante ausiibt. Jn dem letzten Falle 
weicht die Feinstruktur von derjenigen eines einfachen kubischen Gitters 
nicht viel ab, da, wie man rechnerisch geprift hat, die Lagen der Haufungs- 
punkte der Diskontimuitaten in dem Grenzfalle des Verschwindens der 
Ke-Atome nicht mehr als 0,7 Volt von denen in Tabelle 1 abweichen, was 
vanz vernachlassigbar ist. Es mége betont werden, dab wir es hier mit einer 
Anderung der Feinstruktur der Kante eimes Elementes (Cu) in emer 


Legierung zu tun haben, die dadurch entsteht, dali wir die andere Atom- 








len sorte durch eine dritte mit sehr verschiedener Ordnungszabl ersetzen. Die 
" Methode der Berechnung findet eme gute Bestatigung. 
en Tabelle 2. Voltabstinde der Minima und Maxima des Absorptions- 
rt, koeffizienten von der Hauptkante bei CuBe und bei #-Messing, die 
ss letzteren reduziert und durch Werte des a-Eisens ergianzt. 
‘te 3-Messing 3-Messing 
Cu Be a-Eisen Cu Be «-Eisen 
ler (reduziert) (reduziert) 
u- | | | 5) 
on A 18 | aA 16 D 161 dD i119 
+ 34. || 28 0 180 do | 134 
a- B 58 B 49 E 198 é 162 
1) B 106 B 68 € 222 E 193 
C 127 C 89 F 230 t 236 
’ 144 y 99 F 280 
l- 
2. NiO. Die Untersuchungen von Coster und Klamer!?) u. a. tiber 
= die Feinstruktur der Absorptionskanten von lonenkristallen zeigten einen 
bedeutenden Unterschied zwischen der Anion- und der Kationkante. Als 
Ursache wurde der IJonencharakter des Gitters angenommen. Es ist aber zu 
erwarten, dab der Unterschied zwischen dem Potentialfeld in der Nahe 
eines Anions und eines Kations weniger Einflu{b auf die héber gelegenen 
Zonen haben wird und daf vielleicht die diesen Zonen entsprechenden 
ll- . . r ° mm ° 
Schwankungen in der Absorption der Kronigschen Theorie (d. h. obne Be- 
Al } ° . os ) rT: 
rucksichtigung des Ionencharakters) geniigen werden. Es wurde NiO unter- 
ey 


sucht, weil fiir die bis jetzt gebrauchten Alkalihalogenide die beobachtbare 
1h i . i . — . : 
Feimstruktur sich nicht weiter als bis 50 Volt von der Hauptkante erstreckt, 


') D. Coster u. G.H. Klamer, Physica 1, 145, 1934. 
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was fiir einen richtigen Vergleich zu wenig ist. Da der Fourier-Koeffizi 


mit Z zunimmet, dehnt sich bel schwereren Elementen die Feinstru! 


iiber einen breiteren Bereich aus. NiO hat eime ziemlich kleine Element 











A DQ »y CB Bn A 

r sae r 4 1 r 4 
Ms 60 49 wo oO 
oe —$——_—---— —- +--+ 
7 @ 7 


Fig. 3. Diagramm der Braggschen Reflexionen des NiO. 


zelle, was hier ein Vorteil ist, und auBerdem ermdglicht der merklicl, 
Unterschied zwischen den Atomnummern von Nickel und Sauerstoff ein: 
, interessanten Vergleich mit anderen Gittern. NiO kristalli- 
siert nimlich in einem NaCl-Gitter, in welchem jede Atom- 
sorte ein kubisch flachenzentriertes Gitter eimmimmt. Da 
die beiden Bestandteile ziemlich verschiedene Atomnumnw 
haben, kOnnen wir erwarten, dab, wenn man von dem [onen- 
charakter des Kristalls absehen kann, die Ni-Feinstruktw 
derjenigen eines reinen flichenzentrierten Kristalls, z. b. 
Kupfer, ahnlich wird. 
6 yho Die Berechnungen wurden unter der Annahme. dali der 
A ~/\ lonencharakter des Gitters in gréberen Abstaénden von de 
Hauptkante keine Rolle mehr spielt, so durchgefiihrt, wie v 


d¢6 z.B. bei CuBe geschehen ist. Wir kénnen aus der Forme! (5 
Fig. 4. Ni A-Ab- 
sorptionskante 

des NiO. misehLten* Indizes, d.h. mit «, 8, y alle gerade oder ungerade«. 


in IL sehen. daf fiir das NaCl-Gitter nur Flaichen mit ..unge- 


zu Reflexionen AnlaB geben. Bei NiO betragt die Intensitat der geraden 
Reflexionen nur 27°, derjenigen der ungeraden Reflexionen. In Fig. 3 


sind die Braggschen Reflexionen, welche im Abstand bis zu 200 Volt 





von der Hauptkante bei NiO vorkommen, in der tiblichen Weise ein- 
eezeichnet. Man kann leicht die Ahnlichkeit mit dem Diagramm fiir reines 
Kupfer (das z. B. in Fig. 5a gegeben ist) sehen. 

Die Photometerkurve der Ni K-Kante des NiO, die in Fig. 4 reproduzie: 


ist, zeigt eine gut ausgesprochene Feinstruktur, deren Voltabstande in de 
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veiten Spalte der Tabelle 3 gegeben sind. Fir einen Vergleich mit einem 
ichenzentrierten Gitter sind auch die reduzierten Werte des reinen Kupfers 
uvegeben. Wenn man die Unterschiede zwischen Kupfer- und NiO-Gitter 
ericksichtigt, so darf man sagen, dal die Ubereinstimmung gut ist. 
in Labelle 4 sind die theoretischen und experimentellen Lagen der Gruppen 
von Diskontinuitaten bei NiO gegeben und stimmen, mit der leicht begreif- 
lichen Ausnahme des (A — x), gut tiberein. Der Einklang ist sogar besser 
ils bei remem Kupfer, wo (J)—-0) im Vergleich mit dem theoretischen 
fabelle 3. Voltabstande der Maxima und Minima des Absorptions- 


in veffizienten von der Hauptkante des Ni in NiO. des reinen Cu 
(reduziert) und des Ca in CaS (reduziert). 





CaS 
Ca-Kante 
(reduziert) 


NiO Reines Cu 
Ni-Kante (reduziert) 


A 13 29 - 
x 39 {2 42 
B 66 62 63 
p 82 83 1 
C 96 LO9 97 
122 129 124 
dD 140 167 141 
r) 174 189 160 


Tabelle 4. Theoretische und experimentelle Lagen 
nuititsgruppen bei NiO. 


der 


Diskonti- 











Experiment Theorie Experiment Theorie 
i—2x sD 54 C-—y 117 119 
B—B 83 84 D—o 166 164 


Wert zu weit von der Hauptkante entfernt hegt. Die Vermutung, dab die 
bindungskrafte der Atome grobtenteils nur in der Nahe der Hauptkante 
ime Rolle spielen, wird hierdurch gestiitzt (siehe weiter unten). Es moge 
lier betont werden, dab in allen bis jetzt bekannten Fallen. wo die Fein- 
struktur der Anionkante von der der Kationkante abweicht, die Unter- 
schiede in enmem Abstand von der Hauptkante vorkommen, der, auf die 
(ritterkonstante von NiO reduziert, nicht gréfer als 80 Volt ist. Die einzige 
mit dem Falle NiO vergleichbare Untersuchung eines Ionenkristalls ist 
die des Ca $8, da dort die reduzierte Feinstruktur sich bei Ca bis 160 Volt, 
bel S bis 90 Volt von der Hauptkante erstreckt. Es kristallisiert auch in 
dem NaCl-Gitter, und die reduzierte Feinstruktur kann ohne weiteres mit 
der des NiO verglichen werden, so wie es in der Tabelle 3 fiir die Ca-Kante 
seschehen ist. Die Werte bis 90 Volt sind aus Untersuchungen von Bre- 
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wington'), die anderen aus nicht verdffentlichten Messungen y. 
de Langen?) entnommen. Die Lage von C ist ein mittlerer Wert aus d 
beiden Messungen. Wir sehen, daBb die Ubereinstimmung mit der Ni-Kan 
von NiO befriedigend ist. Es ist zu bemerken, daS die Feinstruktur d 
Ca-Kante und die der S-Kante fiir Energien kleiner als 70 Volt (reduzie; 
voneinander abweichen und dab sie fiir héhere Energien, dort wo die Fei, 
struktur der Ni-Kante mit den berechneten Lagen iibereinzustimm 
beginnt, ahnlich zu werden scheinen. Uber die Form der einzelnen Schwa: 
kungen des Absorptionskoeffizienten kann man nicht viel sagen, wegen do- 
Unterschiedes der Gitterbindung (Ionen-, Metall-) und der auberen Ele- 
tronenschalen, welche stark die Wahrscheinlichkeit der Uberginge beein- 
flussen, so wie es z. B. in dem Falle des Vergleichs zwischen f-Messing wn 
a-Kisen zu sehen war’). 

Es scheint, dab die Ubereinstimmung der reduzierten Lagen der weiter 
von der Hauptkante entfernten Feinstruktur in lonen- und Metallkristallen 
auf folgéendem Umstand beruht: In Ionenkristallen bilden die Elektronen 
der Anionen und Kationen Systeme, die durch Zwischenriume von kleiner 
Elektronendichte getrennt sind, wobei die zwischen den Ionen wirkenden 
Krafte hauptsachlich elektrostatische Anziehungskrafte sind. In Metallen 
dagegen haben wir es mit Wechselwirkung zwischen elektropositiven 
Zentren in den Gitterpunkten und dem Elektronensystem als ganzem zu 
tun. Wir sehen, daf fiir unsere Probleme die Unterschiede zwischen Ionen 
und Metallkristallen hauptsachlich in dem Verhalten der Elektronenwolke 
zum Ausdruck kommen miissen. Da fiir Elektronenreflexionen bei héheren 
g-Werten die Elektronendichte (Elektronendichtekoeffizient o) keine Rolle 
mehr spielt*), wird hier die Feinstruktur durch die Lage und Ladung der 
Kerne, die unabhingig von dem Bindungstypus sind, bestimmt. 

3. Statistische und geordnete Phasen des AuCug. Es gibt einige Misch- 
kristalle, meistens mut emfachem Verhaltnis der Bestandteile, welche in 
Abhangigkeit von der Warmebehandlung entweder eine statistische oder 
eine geordnete Verteilung der verschiedenen Atomsorten auf die Gitter- 
punkte des Kristalls haben. Da viele physikalischen Eigenschaften dieser 
Kristalle und insbesondere der elektrische Widerstand stark von dem Ord- 
nungsgrad abhangen, schien es von Interesse zu sein, die Feinstruktur der 
Absorptionskanten in dem geordneten und dem ungeordneten Zustand 


1) G. P. Brewington, Phys. Rev. 46, 861, 1934. — *) Ich bin Herrn K. W. 
de Langen in Groningen fiir die freundliche Uberlassung seiner Resultate zu 
Dank verpflichtet. — *) D. Coster u. R. Smoluchowski, l.c. — 4) Sieh« 
H. Bethe, Ann. d. Phys. 87, 55, 1928. 
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nitemander zu vergleichen. Eine der best bekannten und meist untersuchten 
uegierungen dieser Art ist eme Gold-Kupfer-Legierung, welche der Formel 
\uCug entspricht'). Sie hat, im Vergleich mit anderen Legierungen, den 
Vorteil, da& der Ubergang von der statistischen in die geordnete Phase, 
oder umgekehrt, keine Anderung des Gitters selbst, so wie es z. B. in AuCu 
der Fall ist, veranlaft. Jeder in der Feinstruktur beobachtete Effekt kann 
also nur durch den Ordnungsgrad verursacht sein. AuCug kristallisiert 
im kubisch flachenzentrierten Gitter, was einen Vergleich mit remem Kupfer 
ermoglicht. Der Ubergangspunkt zwischen geordneter und statistischer 
Phase liegt in der Nahe von 400° C. Die statistische Phase kann aber unter- 
kithlt werden, wobei der Ordnungsgrad von der Abschreckungszeit abhangt?”). 
Kine vollkommene Ordnung ist nicht zu erhalten, aber durch langeres 
Tempern kann man einen bedeutenden Ordnungsgrad erreichen (siehe 
Bragg und Williams, l.c.), derin Uberstrukturlinien zum Ausdruck kommt. 

Das Problem der energetischen Verhaltnisse fiir die Elektronen in 
Mischkristallen ist nicht eingehend untersucht worden. Es scheint aber 
méglich zu sein, sich einige Vorstellungen im Falle, der hier von Bedeutung 
ist, za machen, obwohl viele der Schliisse fiir eine direkte experimentelle 
Priifung nicht geeignet sind. Wenn eimge Atome in der Elementarzelle 
durch andere ersetzt werden, wird die Lage der héheren verbotenen Zonen 
im Energiespektrum der Elektronen (siehe I) nicht geandert, aber es ent- 
stehen neue Zonen, welche dem Auftreten der Uberstrukturlinien ent- 
sprechen. Im Falle, dafi diese neuen Zonen zu starken Reflexionen Anlab 
geben, kénnen die Diskontinuitaétsgruppen verschoben werden. In Ab- 
hingigkeit von den dufberen Elektronenschalen, den optischen Niveaus 
und der relativen Anzahl der verschiedenen Atome werden die unteren 
Gitterniveaus und insbesondere die Zone der Leitungselektronen geandert. 
Die VergréBerung des mittleren Abstandes zwischen gleichen Atomen ver- 
kleinert die Resonanzbreite der Zustande der starker gebundenen Elektronen. 

Bei statistischem Auftreten der verschiedenen Atomsorten im Kristall- 
gitter entstehen keine neue Zonen, sondern die gewohnlichen sind gestért. 


1) N.S. Kurnakow, S. Zemezuzny u. H. Zasedatelew, Journ. Inst. 
Metals 155, 305, 1916; C.H. Johansson u. J. O. Linde, Ann. d. Phys. 78, 
439, 1925; 82, 449, 1927: G. Borelius, C.H. Johansson u. J. O. Linde, 
ebenda 86, 291, 1928; W. L. Bragg u. E. J. Williams, Proc. Roy. Soc. Londen 
(A) 145, 699, 19384: G. Sachs u. J. Weerts, ZS. f. Phys. 67, 507, 1931. — 
*) Fir die freundliche Uberlassung der geordneten Phase des AuCu, bin 
ich Herrn Prof. Borelius und Dr. J. O. Linde in Stockholm zu bestem Dank 
verpflichtet. Die experimentellen Einzelheiten und insbesondere die Wirme- 
behandlung und Bereitung der statistischen Phase sind in R. Smoluchowski, 
Diss. Groningen 1935 eingehend beschrieben. 
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Wenn man mit Nordheim!) die Unterschiede zwischen den Atomen a 
ein StOrungspotential auffabt, so zeigt sich, da® in solehen Fallen Ubergane 
zwischen Gitterniveaus entstehen, was eine Verkiirzung der Lebensdau 
und freien Weglinge der Elektronen zur Folge hat. Anders ausgedriickt 
werden Intensitaét und Phase der Streuwellen im allgemeinen fiir di 


verschiedenen Atomsorten verschieden, und der zu den Gitterzonen Anla 











200 150 100 50 0 
Fig. 5. Diagramm der Braggschen Reflexionen des AuCu;: 


a) statistische, b) geordnete Verteilung der Atome im Kristallgitter: [a) wie bei reinem Kupfer. 


vebende Interferenzeffekt wird infolge der verschiedenen Umgebung tedes 
Atoms unregelmaibig. Aus diesem Grunde werden die Zonen breiter und 
weniger scharf begrenzt. Ein Vergleich der Absorptionskanten eines geord- 
neten Kristalls (mit starken Uberstrukturlinien) und eines statistischen 
Kristalls kénnte eimige Unterschiede in der Lage der Schwankungen und 
vor allem in dem Typus der Maxima zum Ausdruck bringen. Wegen det 
Tatsache, dab vollkommene Ordnung sowie Unordnung (dureh Abschreeken 
nicht zu erreichen ist, miissen die hier angedeuteten Effekte weniger aus- 


vesprochen werden. 


In der geordneten Phase des AuCug haben die Uberstrukturreflexionen, 
nach der gewOhnlichen Methode berechnet, nur 10°, der Intensitat der 
iibrigen Reflexionen, wie in Fig. 5a und b zu sehen ist. Die Lage der 
Hiufungspunkte bleibt also bei Anderung des Ordnungsgrades_praktisch 


1) L. Nordheim, Ann. d. Phys. 9, 641, 1931; auch A. Sommerfeld u. 
H. Bethe, Handbuch der Physik XXIV/2, Kap. 3. 
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ungedindert und mul auBberdem der bei reinem Kupfer sehr ahnlich sein. 
in Fig. 6a und b sind die Photometerkurven und in Tabelle 5 die Volt- 
abstinde gegeben. Wie erwartet, ist kein Unterschied in der Lage der 
einzelnen Fluktuationen zu beobachten. Die Form dagegen zeigt in eimigen 
Fallen reelle Anderungen, insbe- ois 

sondere beim Maximum 0, welches —_ 
deutlich im Falle des statistischen 

Kristalls verdoppelt ist und dem- 

selben doppelten Maximum = in ‘ b 
reinem Kupfer entspricht!). Die 

Ahnlichkeit mit der Kante des 

reinen Kupfers ist sehr leicht zu 

sehen. Um dies und vor allem die 

klemen Unterschiede in der un- 6 ppe 
mittelbaren Nahe der Kante zu ver- 
stehen, mul man beachten, dab in 
Kupfer und Gold die auberen Elek- | 
tronenschalen und Valenzelek- Fr FED CBA 
tronen einander ahnlich sind. Beim eer | 
Vergleich von B-Messing mita-Eisen 4)" statistische. by eeordnete Vertellone dex 
wurde frither ein Fall angetroffen, Atome im Kristallgitter. 

in dem sich gerade unter dhnlichen Umstanden grobe Unterschiede in der 
Form der Maxima und Minima zeigten. Dies wurde mit dem groben Unter- 


schiede der duberenblektronenhiille der betreffenden Elemente erklirt. 


Tabelle 5. Voltabstande der Minima und Maxima des Absorptions- 
koeffizienten von der Hauptkante bei AuCu, 
und reinem Cu (reduziert). 





AuCus Reines Cu AuCus Reines Cu 
—— eer (reduziert) ' pigs aR ec (reduziert) 
geordnet | statistiseh geordnet — statistisch 
A 15 14 — E’ - 174 175 
7 26 26 25 ‘ — 187 186 
B 40 39 38 Y 212 213 210 
B 56 dl 54 i) — 245 240 
t 81 80 78 F _ 293 285 
y LO9 LOS 103 
D 143 143 138 
2) 171 161 162 





Zuletzt mbge noch aut eine Tatsache, welche die unmittelbare Umgebung 
der Hauptkante betrifft, aufmerksam gemacht werden. Nach der Kronig- 
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schen Theorie spielen in dem Phanomen der Feinstruktur nur diejenige: 
Flachen eine Rolle, welche im Phasenraum auberhalb der besetzten Elek 
tronenzustinde liegen. Die minimale Energie nimmt also nut NV, der Anzahl dey 
Elektronen in der Elementarzelle, zu und ist durch die Formel (2) in I gegeben 
woraus man Sp, den minimalen Wert von S = a? + 6? + y*, berechnen kann. 
Wir kénnten denken, dafi im Falle, wo N in zwei Kristallen verschieden ist. 
einige Diskontinuitaéten des Absorptionskoeffizienten in der Nahe der Kant: 
wohl bei dem einen und nicht bei dem anderen Kristall auftreten werden. 
Wenn wir aber die Feinstruktur der Cu-Kante von AuCug und von remem 
Kupfer vergleichen, sind solche Unterschiede nicht zu sehen, obwohl Sp, im 
ersten Falle 29 und im zweiten 24 betragt (siehe Fig.5). Die Erklarung dieser 
Tatsache ist darin zu suchen, daf die in der Theorie gebrauchten Approxi- 
mationsmethoden und der Begriff emer Braggschen Reflexion in diesem 
Energiegebiet der herausgeworfenen Elektronen nicht mehr brauchbar 
sind, und dal, wie 6fters betont, die Schwankungen des Absorptions- 
koeffizienten hier mehr durch Atom- als durch Gittereigenschaften ver 


ursacht sind. 


Zum Schluf méchte ich Herrn Prot. Dr. D. Coster fiir die freundliche 
Aufnahme in seinem Institut sowie fiir die Anregung zu dieser Arbeit und 
sein stets forderndes Interesse meinen herzlichen Dank aussprechen. Ich 
mochte auch Herrn Dr. R. de L. Kronig fiir Rat und Hilfe vielmals danken. 
Dem Vorstand des Fundusz Kultury Narodowej bin ich fir em Stipendium 


zu Dank verpflichtet. 


Groningen, Natuurkundig Laboratoriuin der Rijks-Universiteit. 




















Die asymptotischen Losungen 
der in der Theorie der radioaktiven a-Emission 


auftretenden Differentialgleichung '). 
Von M. Frenkel in Wien. 

Mit 10 Abbildungen. (Kingegangen am 2. Mai 1935.) 
is wird die Integration der Differentialgleichung y’’ + y (1 —x/r) = 0 fiir 
komplexe x und x durchgefiihrt und auf die quantitative Theorie der radioaktiven 
x-Emission angewendet. Ubersicht: I. Allgemeines iiber die Integration der 
Differentialgleichung; Aufstellung und Diskussion der Gleichungen der Inte- 
grationskurven nebst Kinteilung der Integrationsebenen. Il. Bestimmung der 
Integrationswege; die Umlaufsrelationen; eigentliche Auswertung der Integrale 

und ihre Anwendung. 


Einleitung. 


Bei vielen physikalischen und mathematischen Untersuchungen spielen 
die entarteten hypergeometrischen Funktionen F («,y; x), die aus den 
gewohnlichen hypergeometrischen Funktionen F (a, 6,y; 2) durch den 
Grenziibergang 6 — oo mit x > 2/6 hervorgehen, eine groBe Rolle. Von den 
mathematischen Arbeiten iiber diese Funktion sei die Monographie von 
A. Kienast2) erwahnt. Uber ihre praktische Bedeutung bei Problemen 
der klassischen Physik vgl. man die Arbeit von Webb und Airey’). Dort 
findet sich auch eine erste Tabellierung dieser Funktion. Bekanntlich 
geniigt ferner der radiale Anteil der Schrédingerschen Wasserstoff- 
eigenfunktion einer Gleichung vom Typus der entarteten hypergeometrischen 
Differentialgleichung 


Vv 
4 


cP" + (y— 2) F’—aF = 0. 


Einen besonders wichtigen Spezialfall bildet y = 2. Durch die Trans- 
formation 

=9 x1 
2 . 


PF = ¢ y, wober « = 1+ — 


12x 
erhalt man die einfache Form: 


v7 x _— 





') Der Umfang der vorliegenden Arbeit ist infolge Raummangels auf 
ein Drittel der Originalabhandlung verkiirzt worden. — ?) A. Kienast, Denk- 
schriften d. Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 57, Abh. 2, 1921. 
— §8) H. A. Webb u. J. R. Airey, Phil. Mag. (6), 36, 129, 1918. 
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die der folgenden Untersuchung zugrunde gelegt werden soll. Diese Gleichun: 
tritt z. B. bei dem Stabilitétsproblem der Poiseuilleschen Strémun: 
in der Hydrodynamik? auf), ferner bei der Berechnung des Transmissions 
koeffizienten bei der Thermionenemission?), bei dem Problem des radio 
aktiven «-Zerfalls?), sowie bei der anormalen Streuung*) der «-Strahlen. 
Bei allen diesen physikalischen Problemen ist zur genauen Durchrechnun: 
die Ikenntnis der asymptotischen Darstellungen der Lésungen bei gleich- 
zeitigem Anwachsen des Parameters x und des Arguments « und zwar in 


der ganzen komplexen Ebene erforderlich. 


I. Allgemeines iiber die Integration der Differentialqleichung; Aufstellung 
und Diskussion der Gleichungen der Integrationskurven nebst Evnterlung der 


Integrationsebene. 


§ 1. 
Wir wollen uns im folgenden mit der Auflésung der Differentialgleichung 
Py Ebene 0 (1 
oT ——i = 
d x? x ) J } 


in der ganzen komplexen Ebene beschaftigen, wobei die unabhangige Ver- 
fainderliche z und der Parameter x komplexe Grében sind. 
Mit Hilfe der Laplaceschen Transformation und durch den Ansatz: 


y(z) = ( w (z)et*dz 


( 


kommt man zu den Gleichungen: 


V/ . zl , zt ; 
y; (2) — | et? (z —1)? (2+2) ? dz°), zi (2) 
(-1) ? 
~ wobel M =— -- : 
\) ae + ant l 
Uy (2) - | et? (z~—1)? (2+) *? dz, (3) 
mA ; 





') Th. Sexl, Ann. d. Phys. 83, 835; 84, 807, 1927. — *) L. W. Nordheim, 
Proc. Roy. Soc. London (A), 121, 626, 1928. —*) Th. Sexl, ZS. f. Phys. 
56, 72, 1929; 81, 163, 1933. 4) KE. Guth u. Th. Sexl, ZS. f. Phys. 66, 577, 
1930; vgl. (auch zu 5.) den Bericht von Th. Sexl, Phys. ZS. 35, 119, 1934. 

°) Ergibt sich: 
x1 zi 
—1 —1 


dw Ps eg : 
+(2z2+x)w=0, aus w(z) =(z—1)* (+i) 7. 


) 
dz 


1 ‘> ; ; aie tiles i 
ye (x) und yy, (2) bedeuten die erste bzw. die zweite partikulire Lésung 


9 
ane 


wegen (Zz 


unserer Differentialgleichung. 
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wobei die Integrationswege in der z-Ebene und C, und C,") zweckmathiger- 


weise nach Fig. 1 gewahlt werden. 


Durch eine weitere Transformation z = tg 7 erhalt man 

1 f 1 ¢ e(tg7- + ; 

y) (x) ——~“ et tg t— tT d = = | é ( z ya oe (4) 
i 7. 17 | 
Le ie 

; 1 r “ri tgTt = ~ 

y; (x) — —-—— ex tu T xT dt — -_ | e ( £ )y T, (0) 
| in. in | 
ie ks 

Yx (X) + Yz (2) 

G, (x) o- = ) : = ) (6) 


Dabei bedeutet L, und L,?) das Bild von Cy und Cy in der t-Ebene (Fig. 2). 


Durch Zerlegung erhalt man: 


a2 ow ; 
Yz (2) = > ex Rif (7) eit Sf (7) d T. 
VI 
wobel ; Ly 
x _ 
a ll” Taleb (7) 
L 


gesetzt wird. Dieses Integral kann auf eine bekannte Form zuriickgetiihrt 


werden, wenn der Imaginiarteil 3/ (rt) konstant ist. Daher wahlen wir den 





























- Btloo 

| 

cy v4 fh< 7 s ¥ L7 
-—co cy -z 4 

SS” Bol 

—co C2 C2 1} | 

tg| Vez 

Fig. 1. Fig. 2. 


Integrationsweg Sf (tT) = const, wobei Rf (rt) an den Integrationsgrenzen, 
wie wir spiter sehen werden, gegen +- oo strebt. 

Aus Sf (t) = const und den Cauchy-Riemannschen Gleichungen 
folet, daB das Vektorprodukt [VW Rf (z), dT] = (0 ist, daB also die Inte- 
vrationskurve als Gradientenkurve von Rf (1) ist. Aus dieser Kigenschaft, 
sowie aus der Eigenschaft, dab die Gleichung Sf (zt) = const (wie wir 
spaiter sehen werden) zwei Kurven liefert, an deren beiden Enden / (7) auf 
der einen Kurve + oo und auf der anderen Kurve — oo ist, folgt, dab 


1 C, = (CL +C%), Cy = Ch+ CY) in Fig.1. — %) L, = (L, +L‘), 


Ly = (L, + L) in Fig. 2. 
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Rf (zt) auf jeder der Kurven mindestens einen Extremwert hat, also di 





OR f(t 
( a = QOist. Daraus und aus Sf (t) = const folgt f’ (t9) 
i m 
Somit ist bel tT = u+iv: 
xe 1 = 2(Coj2v, cos2u, + 1+ 4Sin2 », sin 2 u,) 
t cost, — (Cojf2v, + cos 2u,)? 


Durch den Ansatz 2 = aye’? (mit reellem gy) erhalt man fiir den Fal! 





ak tk die s daB R {xf (t)} +> — o, 
sobald Rf(t) — — o ist. Also ist die Integrationskurve zu nehme, 
an deren Enden f(t) ~— o geht. Im Falle =< mY <> wird 
R | af (7) > — oo, wenn Rf(t) > + o. Also ist als Integrationskurve 


die andere Kurve zu nehmen, an deren Enden f(t) — + o geht. 


§ 2. Aufstellung der Glerchungen der Integrationskurven. 


Durch Einsetzen der Ausdriicke (7) und (8) in die Gleichung der 
Integrationskurve Sf (t) = Sf (t»)) erhalt man Gleichung 


Sin 2v 












A : 
—— —ub—va—Jf(t,) = 0, (9) 
4% Coj2v + cos2u f(T) at 

2Coj2v,cos2u, + 2 

wobel a= —____*_____ 

(Coj 2v, + cos 2 u,) 

2 Sin2», sin2u 

und b= : : (10) 


(Cof2v, + cos2u,)? 


Die Gleichung (9) lefert 

zwei Kurven, die einander 

4 "an senkrecht im Sattelpunkte 7, 

schneiden. Jeder Punkt der 

ae t-Ebene kann ein Sattel- 

1 Cofav+cos2u punkt einer Kurve 3f (tT) 
= Sf (Tp) sein. 

Aus Gleichung (9) ergibt 

sich (siehe Fig. 8): Bei den 

Sattelpunkten des oberen 


Yy=ub+vatc 



















’ oA 
Teiles des Streifens ( -- 2? 





v +- 3) bei denen Sf (t)) > 0 
Fig. 3. 2 
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’ ist, gehen die zugehdrigen Kurven 3f(t) = 3f(t)) durch beide Punkte 
1 
~ 

Die Kurven Sf (t) = Sf (t)) < 0 von den Sattelpunkten des oberen 


'eiles des Streifens (0, 7/2) gehen durch den Punkt t= + —-+e, 


+é&, +76, (Fig. 6). 





wihrend die Kurven von den Sattelpunkten des oberen Teiles des Streifens 


/ 
° ~ 


{— Q? 0) durch den Punkt tT = —> + e gehen (Fig. 5) ). 


§ 3. Zerlequng der —t-Ebene in Gebiete G, und Gy (Fig. 5, 6). 
| Durch die Verschiedenheit der J = konst-Kurven wird eine Zerlegung 
ae der t-EKbene in zwei Gebiete bestimmt, die mit G, und mit G, bezeichnet 
ve werden sollen. Diese beiden Gehiete G, und G, werden durch den geometri- 
schen Ort der Sattelpunkte, bei denen Sf (rt) = Sf (t)) = O ist, getrennt. 


Dieser geometrische Ort bildet die Grenzkurve Sh (t) = 0, wobei 


Tt 
h(t) = tg™T— : 11 
™ ) ” cos? T (14) 
, ’ T ‘ ‘ 
im Gegensatz zu f (t) = tg t — —_,— ist. Wegen 3 h (—t ) = — Sh(tp) 
| cos* T, 
y ; oe a | ’ , 
9) hat der untere Teil des Streifens( — 2’ z) eine analoge Grenzkurve (Fig.4)?). 
— 


Als Gleichung der Grenzkurve ergibt sich (t = u + iv): 


Sin2v(cos2u + Cof2v) — u(2 Sin2vsin2u) —v(2Co}2vcos2u +2) _ 0. (12) 


0) (Cof2v + cos 2 u)? 


Aus dieser Gleichung folgt die Kurve Sh (rt) = 0 in Fig. 4, welche bei t = 0 


rt unter + 60 und + 120° gegen die reelle Achse geneigt ist. In der Nahe 
er von tT = + 2/2 ist die Kurve angenahert parallel zur imaginiren Achse§). 
T, Fir die anderen Streifen gilt das Analoge (Fig. 4). 

or Jedes Gebiet G, und G, zerfallt wieder in je zwei Gebiete Rf(t)) = 9, 
- deren Grenzkurve Rh (rt) = 0 ist, das ist der geometrische Ort aller Sattel- 
T) ea ae 1 


_ a 


inl 5 a . 
1) Fiir den unteren Teil des Streifens (— =.=) gilt wegen 3f (— Tp) 


— Sf (t)») das Umgekehrte. Allgemein gilt nach Gleichung (9) fiir v <1; 


yt 

i us + S + e; auger fiir v = 0, wo u = ;: ist. —- Wegen Raummangel 

” mubte der genaue Beweis fiir den in den Fig. 6 und 5 dargestellten Verlauf der 
\urven hier weggelassen werden. Aus dem gleichen Grunde mubten in den 
folgenden Ausfiihrungen auch die Angaben einiger anderer Beweisfiihrungen 

, unterbleiben. — #) Das von der Kurve Sh (t)) = 0 im oberen und unteren 

0) leil eingeschlossene Gebiet ist G,, das auerhalb liegende G,. — %) Die 


Gleichung Sh (rt) = 0 liefert auch die reelle Achse. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 41 
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punkte, bei der Rf (+ 1) = O ist. Als Gleichung dieser Grenzkurve 
gibt sich 
sin2u(cos2u + Coj2v) —2uCo)2v cos2u —2u + 2v Sin2 vsin2 u 


(Col 2v + cos 2u)* 


welche in Fig. 4 mit 3 bezeichnet ist, also bei t = O unter + 80 baw. + 150 









; , i aU ; 
und 90° die reelle Achse schneidet. In der Nahe von tT = + 5 schneid 
sie unter 45 bzw. 135° die reelle Achse. 

+1—>| 
Rh/z/=0 

‘ /_3h[1)/=Rlo) 
Sfn~, } 
- 4 
y 











Von Bedeutung ist auch der geometrische Ort aller Sattelpunkte, fir 
die Rf (t)) = Jf (t)) ist und deren Gleichung 
Sin 2 v (Coj 2 v + cos 2u—2 usin 2 u) — Cp) 2 v (2 v cos 2u) —2v | 
= Cp) 2 v (sin 2u—2aucos2u) + Sin2v(2vsin2u)—Zu » (14) 
+ sin 2 u cos 2 u. 
Als Schnittwinkel dieser Kurve mit der reellen Achse ergeben sich + 15, 
75, + 105, + 165° (Fig. 4). 


Il. Auswertung der Integrale. 
§ 1. Bestimmung der Integrationswege fiir einen bestimmten Bererch. 
Wir bestimmen diejenigen Integrationswege fiir die Integrale, welche 


l 2 , 
y, (xz) und y) (2) darstellen, unter der Voraussetzung, dab 


x |. ,; , 
—= — dé“ mit 0O<u<a27 und R(z)>0 gilt. 
xr x 














ur 
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,  & 1 1 
jie Bedingung, dab 0<u<z ist, bedeutet, weil — = —.— = —,_— 
£  cos*T, cos 


it und wegen der Gleichung (8), dab die Sattelpunkte ty und — Ty dieser 


- . TU . 
lntegrationskurve im oberen Teil des Streifens (0, 5) bzw. im unteren 


an 





‘a TU : 
'eil des Streifens (— 5 ,0) liegen. 


§ 2. Die Umlaufsrelationen. 


a) Wir bestimmen Yi, (z,) und Yor (z,) mit R (z,) < 0 als Funktion 
von Yy (x) und y, (xz) mit R(z) > 0. 


-_ . 1 2 ° “ %, . ° 
b) Wir bestimmen y, (x) und y) (x) mit — = | —| e“1 (wobei 
7 nie *1 x x 


-0 < fly <0 ist) als Funktion von y} (a2) und y)(z) mit R(z) > 0 
e’“ (wobei 0 < wu <2 ist). 





und mit #/a = |x/ax 
on , 1 . 2 : , 
c) Wir bestimmen y, iqga(xe'?”) und y) iqga(re'?”) als Funktion 
1 2 ° ; 
von y, (x) und y) (x), wobei wiederum ® (z) > 0 gelten und yw der Be- 


dingung 0 < uw <2 entsprechen soll. 
§ 3. Evgentliche Auswertung der Integrale. 
A. Bei Beriicksichtigung nur der unmittelbaren Umgebung eines 
Sattelpunktes. 
B. Bei Beriicksichtigung von gréBeren Bereichen der Integrationskurve 


nach einer neuen Methode. 


§ 1. Bestimmung der Integrationswege fiir evnen bestimmten Berevch. 


Nun wollen wir zuerst die geeigneten J = const-Kurven finden, die 

. 1 2 (Pas ’ 
zur Bestimmung von y,(x) und y, (x) fihren und deren Sattelpunkte 
Tt) und — T, im oberen Teile des Streifens (0,2/2) und im unteren Teile 





°pn wt . . 1 | ; 1 { . 
des Streifens (— a? 0) liegen. Mit x = |x| e’” und x= |a/e'® gilt 
x ae i ae ; 
= |—|é4¥-9) = = ee“ mit wO<"u<2). 
x | @ 


a) Wir beginnen mit der Bestimmung der Integrationskurven [fiir 
R(x) > 0}, deren Sattelpunkte im Gebiet G, liegen (Fig. 5). 


Fir ® (x) > 0 im Gebiet G, muB der Integrationsweg fiir Auswertung 





2, a m 
von y, (4) mt T= >+ & beginnen und mit T= ——-+ &, enden, 
— 
da Rf (zt) am Anfang und am Ende dieser Kurve — oo sein soll (Fig. 5). 


41* 
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7 uw. 
Die Integrationskurve besteht aus vier Teilen: L, (von - bis — tT) +2), 


L, (von —%)+2 bis co —1o), Ly (von —Tty bis co —i oo) und L, 


os \ : . IU ss 
von — — bis — T, ), wobei der Integrationsweg von + — — eiiber —t,+-7 
9 0 5 =) 9 0 


bis co —too und von o@—1o iiber —Tt, bis — 2 geht. Aus Glei- 


chung (9) folgt, daB L; 


, und Ly sich in o —7 o schneiden als parallel: 





Asymptoten'). Da dieser Integrationsweg in der 2-Ebene nur —1 
umschlieBbt, ist er zur Auswertung von y, (x) geeignet (Fig. 5a). 


1 r 1 
. — — tft) gr —— etl) dr. 15 
yy (x e 
Yx (2) in | 17 | (15) 

L, + Lg L; + Lz 
Da aber die Zweige (L, + L,) parallel zu (L, + L,) und um 2 verschoben 


sind, ergibt sich daraus 


1 
yz (2) = — ef) dt (e— ** — 1) 
It 
Li + Le 1 
re 
a he + Be 
Gin 2 v 


lim = 
) p> « Gof2v+ cos2u 














(5) 


en 
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° 1 
Der Integrationsweg zur Auswertung von y, (x) besteht als J = const- 
Kurven, die von x/x abhangig sind, weil die J = const-Kurve nur durch 


’ 1 1 % . 
‘en Sattelpunkt, bei denen der Wert —_,—- = —_._—_ = — ist, durch- 
cos*T, cos? —T, x 


es ° ‘ 1 . . 
rehen miissen, und somit mu der Integrationsweg von y, (x) nicht kon- 
jugiert sem zum Integrationswege von y,(z). Der Integrationsweg fiir 











IT 

z-Lhene ist +1 

| -Cco 
-cCco . 
7 z-Llbene i 

I 
Fig. 5a. Fig. 5b. 
“sa. ~\ Tf) 
ie Sh[t/=0 
‘N 
~*~ Shle/=0 vay 
NE XT Nay \ 
re < "7 ON IZ yt 
\ * Ly Gr, P Ly 
my oN we “— “a iieed 
¥ ee a Le Li 
17%) 2 
Fig. 6. 
¢ > . ae : ’ 3 
R(z) >O muB mit t= — s+ €, + ve, beginnen und mit T= - 


+e, +76, enden, somit besteht die Kurve aus L,, L,, Lg (von co —1 


2. ; 7 
bis T)) und L,{ von Tg bis tag €), wobei der Integrationsweg von — 2 +e¢e 


es . e ® - be IU hd 
uber — tT, bis co —? o und von o —2 oo iiber Ty bis 2 + ¢ verliuft. 


Da dieser Integrationsweg in der z-Ebene nur + 7 umschlieBt (Fig. 5b), 
° 1 ' - 
ist er zur Auswertung von y, (x) geeignet, daraus 


y} (a) = | eladr + | ez! () dr. (17) 
Ly : Ly Ls T ls 
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b) Gebvet Gy. Die fir y, (x) geeigneten Integrationskurven mit d 
Sattelpunkten des Gebietes G, fihren bei derselben Uberlegung zu d:; 


folgenden Gleichung (Fig. 6): 








1 * 
yz (xz) = (e—** —1) — ex tet—xt dz 
im | 
L1+Le2 
_**% 4H, 1 { 
= —Ze 3 Sin ( . s- ex tget—*T dT, (1s 
.2/an 
Ly + Le 


. ™ 1 . ° ° ~y 
Da die fiir y, (x) geeignete Integrationskurve mit den Sattelpunkten des 





—_— | a ' 7 
Gebietes G, bel t= -——-+e beginnen und bei t = =* € enden 
, ' m 
mub, so besteht diese Kurve aus Ls, (von — gt €é bis T) und L,, 
/ 


(von T) bis > + e), welche in der z-Ebene + 7 umschlie{t. Daher 


1 s 
Yx (2) = 5 | ut—#* dz. (19) 
L3+I4 


§ 2. Die Umlaufsrelationen. 


° ° 1 \ 2 : . , 
a) Zuerst bestimmen wir Ta, (z,) und Ye, (z,) mt 0< yw <a und 
. . Se 2 ° 
mit R(z,) < 0 als Funktion von y, (xz) und y, (2) mit R(x) > 0 und 
O<u<2. Der fir R(z,) <0 geeignete Integrationsweg, der zur Aus- 





2 : ‘ ; 1 i , 

wertung von y, (%,) dient, beginnt mit tT = te und endet mut 
1 ;, : ; 

abet teats da Rf (zt) an dieser Stelle + oo ist und R(a2,) Kleiner 


als 0, daher e*!/“ +0 (Fig. 5). Dieser Integrationsweg wird das 
Spiegelbild beziighch des Koordinatenursprungs von der Integrations 
kurve L,-+ L,+ L,+ Ly sein, daher in der z-Ebene eine geschlossene 
Kurve liefern, die —7i umschlieBt, somit zur Auswertung von y; (2) dient. 
Hiemit wird der erwahnte Integrationsweg aus (— L,) + (— L,) + (— Ls) 
—2 
cos? (+ T,) 





+ (—L,) bestehen. Wegen t_;, = — T,) und —x% = ist 


1 1 1 
2 —_ (— 21) - —. 
¥x, (2) = —— tees e—*VIOdt = yx, (— 2). 
ha + Be fod Re 








des 


den 


19) 


nd 
nd 


1s- 


ut 
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Daher erhalten wir [bei R (z,) <0 und R (zx) > 0}: 
2 1 1 
Yu, (%1) = — Yy (2) = — Y_ x, (— 1), (20) 
1 2 2 
ro oo a 2 
Yx, (2) ‘iil Uy (x) — aes ra ( Ly). (21) 
: Bee 1 2 . . , 
Die fir y, (2) und y, (2) geeigneten Integrationskurven in den 
Sattelpunkten des Gebietes G, fiihren bei derselben Uberlegung zu denselben 


Gleichungen 20 und 21. 





_ . 1 2 . 
b) Wir bestimmen y, (2) und Y,, (4) mut —a7< fy, <9, wo 
y %, : A 1 2 ‘ 
~= — é1 als Funktion von y, (x) und y, (2) mt 0 < wu <2 und nut 
c Mi ; , 
1 
Pa |. 
—- = |—| et # (Fig. 7). 
o 
£ x 
. , : 1 2 
Die J = const-Kurven, die zur Auswertung von Vy, (x) und Yy, (&) 
, , x 1 
mit —aw < mw, <0 dienen, haben wegen —= ——— und wegen der 
Cos T, 


Gleichung (8) ihre Sattelpunkte in der oberen Hialfte des Streifens [-- 3° 0) 
und in der unteren Halfte des Streifens 
1 “ne ; 

(0, * (Fig. 7). Der Integrations- “ 

2 "far R(x)>0 

43 1 pa 

weg, der zur Bestimmung von Yy, (&) 

dient und durch den Sattelpunkt vom 
=: —* IU 

oberen Teile des Streifens { — 2’ 0) 


durchgeht, wird mit L‘~ bezeichnet 





und hat einen konjugierten Integra- 





tionsweg [wegen Gleichung (9)], der 
° ° -y — Ig +X 
durch den konjugierten Sattelpunkt Ag pales 
durchgeht und wird daher mit L‘~ ? 


bezeichnet. A) 
vezeichnet LY fir Rla)>0~ 


1 * a(tg7— i T 
Yz, (2) = — | e (‘s ad Var. (22) 
i 1) Fig. 7. 


Der Integrationsweg L‘ ? wird in der z-Ebene eine geschlossene Kurve 
bilden, die den singularen Punkt — 7 umschliebt (weil der Integrationsweg 
konjugiert zum Integrationswege L‘~” ist, welcher in der 2-Ebene eine 
geschlossene Kurve bildet, die + 7 umschlieBt). Daher dient LL” zur 
Auswertung von y,(z). Nun geht der Integrationsweg von ys (2) von 
be bis ae. .2 wihrend der Weg L=» von —= bis = geht. Daher 


2 2 2 2 
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wird der Weg L'~” mit dem entgegengesetzten Richtungssinn zur A. 


2 . 1 . 
wertung von y,(z) dienen. So ist: 











ff sheet nw eee 
Ce == | P (8 a Dar. (22 
17 
Wegen: L‘—D 
1 x 1 ———— e a Pm 
——— (L‘—)) — —! und ere (Li- 1) a ist: (=) = (22 | ' 
cos? T, xz cos® T, x x x 
Aus Gleichung (22), (22a), (22b) folgt: 
a a. ; H el. 
(bei += +e mit (—a<m,<0) und — = e“ mit (7<u<0)) 
x x x xr 
1 spa. a ai 
Y,, (t) = Ye, (2) = I xiny z (x), (23) 
2 rm —- ° ioe 
Y,, (x) = UP (Z) = I xis) zs (2), (24) 


c) Wir stellen uns die Aufgabe, y) iq2(xe'?) und y. ign (cel?) 
auf y) (x) und y, (x) zurickzufiihren. 

Wir zerlegen das Problem in zwei Teile. Zuerst betrachten wir die 
Zuriickfiihrung von yf (xe'””) auf y’ (x) bei festgehaltenen x (s = 1, 2), 
sodann von y, piqz (x) auf y? (x) bei festgehaltenen z. Durch Zusammen- 


setzung der beiden Lésungen gelangen wir nachher zur Lésung des all- 


. & ; : 
gemeinen Problems. y, iga(xe'?”) durch yf (2). 

ye ° . ° ’ 1 9 

Wir beginnen damit, dab wir yf (xe'?”) durch y,(z) und y, (a) 

. ; x 1 . 
ausdriicken, wobei vorausgesetzt ist, dab der durch — = - = bestimmte 

x COs* T, 

Sattelpunkt tT) in der oberen Halfte des Streifens (0, 2/2) liegt. Der Fall, 
dai dies nicht zutrifft, kann nach den Umlaufsrelationen a) und b) 
auf den jetzt betrachteten Fall zuriickgefiihrt werden. Wir wissen, 
dai alle Integrationskurven, die wtber die Sattelpunkte des ersten 
Quadranten (im oberen Teile des Streifens 0, 7/2) gehen, bei R (xz) > 0 von 
: | . | Des 
einem u™=—>+E6 nach einem u = fihren. Da auf der Inte 


— 





grationskurve der Wert des Integranden e*®*~** im Sattelpunkte tT, ein 
Maximum sein mul [bei R (x2) > 0], ist 


er tg t™—xt <— et tg — x To. (25) 
, r * ~~ A 1 . 
An den Enden der Kurve ist tg tT + — (da T= $-—+ e) . Damit 
\ 2 v—>0 





Gleichung (25) erfiillt ist, mul an den Enden der Kurve 


R(xe'P*tgt) = R(a, e+ 'P*tgt) < 0 





9 
~ 


) 


eCll- 


all- 


el) 


()}) 


Mm 


it 
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sein!) (WO Zj = ||). Ferner gilt 


Lp cos p [sin (2u — p 2) + sin (2u + pz)] 








H (o 8 T)o—>o 4 cos? u ™ 
; 7 , ML A IU 
aa Rlxf(t)] <0 mit e(—5 <9 <5) 
ist , _— | 
sin (2u— pa) +sin(2u+ pa) < 0. 
Nun ist das erste Glied 
sin (2u—pa) <0, wenn sin(2u+ pa) <0. 
Damit aber sin (2u + pa) <0 ist, muB gelten?): 
—az<2u+pa<0 oder ~a<2u+ pa< 22a, 
also 
1)z px 
1. — a2 x U, <= 2 ’ 
; a (26) 
9 (l—p)a (2— p)x 
. oo ee ore 
Auswertung von y, (xe'”*) fir p= —1 (Fig. 8): 


Die fir p = — 1 geeignete Integrationskurve fiir die Auswertung von 
1 — . ; - . ——— ‘ 
y, (we *”) besitzt die Eigenschaft, daf in ihrem Sattelpunkte t, 


1 x 1 


cos? T, ec = erte 
silt [t) liegt in den oberen Halften des Streifens (0, 2/2)]. Wo bei fest- 
gehaltenen zx bei p = 0 ist 
L 


9 , 
COS* Ty 





1) Wie wir spiter sehen werden, werden die Integrationskurven, die zur 
Auswertung von Yq (ret Pp) (s = 1, 2) dienen, die hier aufgezihlten drei 
Forderungen erfiillen: 1. Sie sind aus J = const-Kurven zusammengesetzt. 
2. An ihren Enden muf [2f (t)] nach — oo streben. 3. In ihren Sattel- 
punkten gilt: 


xe 
cos-3 (t_) = ——— = e' @—P)* egg (79). 
ipa 
re 
— #) Die zu p = O gehdérige Integrationsdauer mit uy, = <ug< 0) 
\ é 


geht durch t, und endigt mit ug (> <Up< x); diese Integrationskurve wird 


= 
hd 


, : 1 , 9 
mit L (0) bezeichnet und y? (x) = =] et fdr mit x/r, wo wegen x/x = cos~?(T9), 
in 


L©) 
WO T,. im oberen Teil des Streifens (0, 7/2) liegt. 
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und bei p = —1 ist 
ee~** r 
\ eee poe = = 3 . 
cos* T, COs’ T, 





iz 
Daraus ist cos? t, = e~ ** cos? tT) und cost; =e 2 COS Tp. 


Nun wollen wir die Lage 1, bestimmen. 
iz 
Aus cos T] = cCoSTge@ 2 mit T,=u,+10v, (ber v, >0) und 
Ty = Up + 1Vy bekommen wir: 


a) COs & V,; = —SIN Up SiN Vp, 
a) 1 Co} 1 0 SU Up (27 
b) SIN Uy SUT, = COS Up Co} Vo: | 
Wir lassen in Ty bei festgehaltenen up, vg von oo bis 0 bewegen und be- 
stimmen daraus die jeweilige Lage von 1. 





Bei v — oo ist aus Gleichung a) und b) cotg u, = — tg up, daraus 
ee a | 
u, = u+ >; und aus Gleichung (a) wegen cos wu, = — SiN Up ist 
X 
u=%um+>° 
— 
1 


Bei v + 0 wird aus Gleichung a) cos u,; > 0, daher u, > + =; und 


a 


2 


aus Gleichung (b) ist sin vu, > 0, daher wu, > + —; wegen sin Up Sin ty > 0 


folgt aus Gleichung (a) cosu,; <0 und><u,< a. Sonnt liegt 1, 


— 
on teratarals n A a = % \ 
im Streifen (F. U, + 3) also im oberen Teil des Streifens (=. x) (Fig. 8). 
~~ — 
Daher wird die zu p= -—1 gehérige Integrationskurve, die nach 


3 Ca os mu : , 37, 
Gleichung (26) mit w, (0 <Us < 3) beginnt und mit up| a < ug < 9) 


endigt, wegen des in ihren Sattelpunkten angenommenen Wertes 


( 1 1 1 
i- =e 2 ) 
cos* T, Cos* Tt, e— *7 cos* (T,_ 1) + 2) 


(Fig. 8) durch t, gehen, wo tT, in der oberen Halfte des Streifens 
(77/2, 2) liegt. 

Diese Integrationskurve (mit LL bezeichnet), die fiir die Aus- 
iz 


1 on . ° ° . 
wertung von y, (re ) dient, wird um a verschoben sein gegen die 


ntegrationskurve (mit L‘~” bezeichnet), die ve = — ——é iiber 

Integrationskurve (mit L‘~” bezeichnet), die von wu, > é liber 
— 

' , , j a 

einen Sattelpunkt, der mit t,_,, bezeichnet wird, bis ug = ha geht 


— 











ot 


~ 


st 
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ty = Gy + 9); daher liegt t,_,) im oberen Teil des Streifens (— Le 0), 
_ 


und die Integrationskurve L‘~” dient nach Umlaufrelation b) zur Aus- 
1 x oi : e 
wertung von y,(2,); wegen der Werte fiir wu, und uw, wird ® (x,) < 0 


(73> — Zt), WO 


a 


1 1 
yx (4) = — etitat—4t dr — —_— | ester eed. 


2, 12. 
ye 1; oh ag 1) 
Somit wird: 
1 iz 1 e 'ttgt -x#T 1 ( —ztgt—xz(rt +2) —= 8Fest 
y, (ze—**) = — | & dv =— | e~ *tet—*@+Mdr=e—*ty, (— 2). 
ey 4 wn, 
L® gt) 







tL tir R@)>o~_ | Ltr Ra)>0 
Lip Re)<0 
LVtirRal<o Ltr Ra)>a \ L fir Ra) < 
i) / 
l 


£4 tir Ra)>0 















0 A BA 4 
7 -F a 2 
Fig. 8. 
x WS a —_ ' 
Wegen — = |— | e’“ mit « (—a < uw < 0) ist nach Gleichung (23) und (24) 
x L 
y, (— 2) = y2(— Zz), und wegen R(— z) <0 ist nach Gleichung (20) 
4 
a SET ne wt es it 
und (21) y- ( x) = —y) 5, (x). Daher ist 
—i7 4 — 4 os 1 e ) 
y (ze **) = —e ** Y—% (2). (28) 


3 1 - 
Die Auswertung von Y, ,iqaz (x) fiir q = 1: 
Fir q=1 nimmt die Integrationskurve in Fig. 8 in ihrem Sattel- 


punkt t, den Wert 





1 x e* 1 1 1 
cos? T, x o~**e0rt, oe **enn't, e* eo *2* o08* T_ 1) 
in in 


an. Daraus cost; =e 2 cosT , und wegen cos T_, = €2 COs Ty [wo 
T) 1m oberen Teil des Streifens (0, 2/2) liegt] folgt aus Gleichung (27a) 


“TT a ; 
und (27b), dab t,_,, im oberen Teil des Streifens (— 2’ 0) liegt. Und 


ia 
=e 2 COST, folgt aus Gleichung (27a) und 


2 


wegen cos T; = e— ** cos T_ 4) 
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(27 b); Ty = T 


(—1) 
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+ 2, so dali t,im oberen Teil des Streifens (77/2, 2) lieg:. 


Somit wird die zu q=1 gehérige Integrationskurve, die mit L” | 


zeichnet ist und fir die Auswertung y, ,i2 (x) dient, wegen R (xz) > 0 | 





cf — 5] bi Sz | 
u, = > + € beginnen und uber 7, bis up (Ug = > +e 





) gehen. Sie wird 


° a . 1 
von der Integrationskurve L‘~”, die zur Auswertung von y, (z) nui 


R (xz) > 0 und (—~a < ww <0) dient, um a verschoben sein. 


e 4 7t 
1 a atet+x(t+ 2) _ 
y a (2) = — | ews dt = - 
Yy etx (2) ee in 
oY st 0) 


Wegen —2 <n; 
daher 
1 


Dieselbe Uberlegung fithrt auch zu: 


Ye in (x) 


as ¢* yr _ (x). 





yy ix (2) = 7 y* (x), 


Auf analoge Art erhalt man fir den allgemeinen Fall: 


Fir p= 0 (Mod 2) und q= 0 (Mod 2): 

















p—q 
’ ——a 3595 
Ys iqn(zer7) =e F yi(x) (s = 1, 
und fiir p= 1 (Mod 2) und q=0 (Mod 2): 
8 ine —- lex 3 
Y!? iqa(re'P*) = —e y_-(“) (s 
Fir p=0 (Mod 2) und q=1 (Mod 2): 
| - Pod ea 
y) ig a (re'P " = @ - y- = (x) 
und (p—q—)). 
z — x2, 
Y2 iga(zeP*) =e 3 y_ ; (2). 


Fir p= 1 (Mod 2) und q= 1 (Mod 2): 


7—q) 
_U Van 


y) i¢ a (& e'P *) = oe . y? (x) 
und (p—@q) 
° aint “x7 , 
Y? tga (Ze'P”) =-—é 3 y? (2). 








| 


Daher is: 


ew +*tTqdtT = e%7 y! (2). 





0 ist aus Gleichung (23) und (24) yy (@) = y* = (x), 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


(34) 











29) 


30) 


, 


1) 
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§ 3. Eigentliche Auswertung der Integrale. 

Fir die asymptotische Auswertung unserer Integrale oder auch der 
integrale der Zylinderfunktion gibt es unter den bekannten Integrations- 
nethoden keine, die fiir nicht sehr grobes R (x) angewendet werden kénnte?). 

Die Sattelpunktmethoden sowohl von Debye wie von Courant- 
Hilbert sind nur in der unmittelbaren Umgebung eines Sattelpunktes 
mit R (xf (T>)) > 0 anwendbar. 

Die neue Methode, die wir bringen wollen, gestattet die Auswertung 
auch solcher Falle, bei denen der Integrand auf langere Strecken beriick- 
sichtigt werden mu. Daher kénnen, durch diese Methode bei einer Inte- 
crationskurve, auch mit zwei Sattelpunkten beide Sattelpunkte beriick- 
sichtigt werden. 


A. Bei Beriicksichtigung nur der unmittelbaren Umgebung eines 


Sattelpunktes. 
Geht eine Integrationskurve durch zwei Sattelpunkte (bei der 
1 1 , 
Debyeschen Methode) tg und t,, |—,— = —,-—;), so wird, falls 
cos*T, COS* Ty 


R (x) > O ist, nur der Sattelpunkt 7, mit R f (z,) > 0 beriicksichtigt. Der 
andere mit Rf (t,) <0 fallt in das vernachlassigte Gebiet. 
Nun wollen wir das Integral 
| eloOdr 
i 
betrachten, wobei L’ einen Teil einer J = const-Kurve darstellen soll, 
der durch einen Sattelpunkt t, hindurchgeht. Wir sind bestrebt, es auf die 


Form 


oO 
a 


M | ensmdt 


0 


, : a m 
zu bringen, und zwar zunachst fiir den Fall [z= a e'*] mit — ><@<>5, 
wegen . i 

— {i (®) —f (tq)} = — [Ri —R (x,)} und RK (z) > 0 


soll L’ diejenige der beiden Kurven J = const sein, auf der R/7(z,) ein 
Maximum ist. Wir setzen daher — if (t) —f (T.)| = t (wo ¢ positiv reell 
ist). Dann wird: 

ferodr = ex f(t) e—ztdr, 


L’ 4 





1) Damit der Integrand auBerhalb der unmittelbaren Nachbarschaft ver- 
schwindet, mu (2) sehr groB sein. 
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dt 
Wegen dt = dif 77 bleibt noch die Aufgabe dt als Funktion von t ausz 


driicken. Da 


? ag 
t= — f(t) —f(T)} = — (r— 1, |e 


+ .. ; (38 


‘ ° . > 1 ° ° ° 
ist, so ist an der Stelle t = Ty blob d (t’2) eindeutig durch dt bestimm 


und es wird: 


dt 1 dt 


dt = 2t'l2 d(ttla) ’ 





. 1/, . ‘ ve 1], 
worln dt/dt 2 endlich bleibt und daher nach positiven Potenzen von t 
entwickelt werden kann. Das bedeutet: 


oo 


dt Te? 
d (t'/2) = Ss ay (t '2) gilt, 


0 
worin nach Cauchy zu setzen ist: 


n+1 14 
n+ 


= Z pier) viii oe +? (e—ayL Se roan 7 dr, 


221 





a, = 
Wir kénnen abkiirzungsweise schreiben: 
f f — 2 | a } > \ | \2 — os ae 
f(t) —f (T>) = (T— To)” \eg + Cy (T —-T.) + Cg (T — T)* + j° 


Damit wird 





n+1 n+1 n+1 
i | m2 2. 22} se a4-8 1 
He) — H(t)! = (re fog Hey? 2 e 1d 
n+1 2 { 
—-—fve, *n+1n+38 1 c,\n+1 5 
. Z as TE pi AE: es ses ont Buat + ius 
7% (2) 2 2 9 (:*) a ft Fo 


! n — 
= (T—T,) in+D lant an (t—t,) +a" (T—T,)? +---+ ay (T—T,) Mtieee), 


n+1 
— ie ¥ 
o = {as (6—4)— OF + at (t— tJ" ++ 
_ nti 
+a, (t—T,)-' +--+} dt = (—1) 2? a; (36) 
und daraus: 

dt 1 — \ — MN (gllo\n 
ay = Say = Se at ey, (37) 











ae 


) 
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wobel 
a? = +. ao hy, 
| 2 
a! = jt (— = 8), 
15 1 
ye he ee le 8 ee EO oe 
ag — +A . gE 9 n); 


be -+2tg*t, )}: (38) 


T cost T »tZT, 











35 7 
+3 (ays Aal(awnsnts tee) 
1 ( 136 208 tg?t, _ 16tg* Tt, 
144 \cos* 7, cos* T, cos? T, ) | 
wobei 
tg T, 1+ 2sin?t, 2 + sin? 7, 
~ cos? T,’ ~ gin2t, ’ ~ Cos? T, 


i. Wenn man in der Gleichung (38) t, durch — Tp ersetzt, erhalt man 
Koeffizienten, die wir zum Unterschied von den vorigen a, und a’; mit 
und ‘a® bezeichnen. Nach Gleichung (36) und (38) ist 


’ 
Uy 


n+1 


‘a® = (—1) 2 a®. (39) 


nm 
Aus den Gleichungen (37) und (38) folgt fur die Nachbarschaft des 


Sattelpunktes ty die Entwicklung: 


dt dt dt at as me tO 
eq) a — ee oe aaa 2 2 
- Yat ttle dt'le 2 = | ) = 3 


n+i O=—1 
die Glieder (—1)_ “2 ¢ 2 qa” mit ungeradem n sind eindeutig wegen 
n+1 el. 
a”, [(n=1,(2)J. Die Ghieder (3) 242 q@" mit n=0(2) sind 
zweideutig wegen a™, [bei n = 0, (2)]. 
Untersuchungen wber die Eindeutigkeit ergeben: 


Fir die Nachbarschaft des Sattelpunktes t, gilt (Fig. 5 und 6): 


~. 


dt == — dt a aa 
dri) = —e™ ® Si (—1)? ant? +> S(-)? ant? . 4) 


n=0(2) m= 1(2) 


ro] 
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Bei den Gliedern mit n = 0 (Mod 2) gilt fir Lg der allgemeine Faktor e- 


iz 


und fir L, der allgemeine Faktor e° 2. Zur Abkiirzung setzen wir 


4 
Sd dt 
drit) =e 2 5 fol + > &, (t). (40 a 
Fur die Nachbarschaft des Sattelpunktes — T, gilt 
dt n—1 m—1 
drt) = += ' >> art 2— +> et ©. (41 
=~ n=0(2) m=1(2) 


Bei den Gliedern mit den geraden Indizes n gilt auf L, das negative und aut 
L, das positive Vorzeichen. Zur Abkiirzung setzen wir 
dt dt 


dtr(—to — “f- Z bo (t) + 9 be (t). (41 a) 


- ° 1 9 ‘ , 
Wir treten jetzt zur Auswertung von y, (x) und y, (x) mit Hilfe der 
nur in der Nachbarschaft des Sattelpunktes giiltigen Methode. 





., ' x x | 
1. Die Auswertung von y, (x) und y? (a) mit R (x/z)>1 und — = |— | 
' x x | 


wo 0<u<a und R(z) > 0 (Fig. 4). Die Sattelpunkte fiir R (x /z) 

liegen in dem von der Kurve ® h(t) = O und der reellen Achse begrenzten 
Gebiet. In dem von der Kurve Rh (t) = 0 und der reellen Achse be- 
grenzten Teil von Gy ist im oberen Teil des Streifens (0, 2/2) Rf (t)) < 0 
und R f (—rt) >0. Bei der speziellen Methode, die nur in der Nachbarschaft 
eines Sattelpunktes giiltig ist, mub der Sattelpunkt — ty mit Rf(—t,) > 0 
beriicksichtigt werden. Somit verschwindet in diesem Falle in der Glei- 
chung (17) das Integral } und nach Gleichung (35) und (41) (Fig. 9 


und 5) > 











e—ttgto+ xT nti 
ys (2) = Sr( jet a, (42) 
n= 0(2) 
Nach Gleichung (16), (35) und (41) 
“x7 n+1 
-— % 7 Ee *tEto t+ *T n+1, —-— 
yz(z) = —2e 2? Gin — r(* —)a 2 a. (48 
pots) a Um =, 2 ¥ “) 
(x) + y2 (ax e— tte Tt) + #7 add —S 
Gg BOI ne ee Je? at. 
2 247 n=o0(2) * 2 


. i at ‘ eS 9 P ‘ ‘ . 
Diese Gleichung (43) fiir y; (x) stimmt, solange vg nicht oo klein ist?). 





') Aus Gleichung (14) ergibt sich, daB die Integrationskurve, die bei end- 
lichem Up) in der z-Ebene, den singuliren Punkt — 7 umschlieBt und daher zur 
Auswertung von y? (x) dient, den singuliren Punkt bei v + 0 nicht umschlieBt. 











AUT 


iu 


en 


bS 
~~ 
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Diff tialgleichung in der 


Bei v > 0, wenn der Sattelpunkt auf der reellen Achse liegt, also 
’ } ps 
S (x/x) = 0 ist, ist dann: 


—ztg%o+%x*t% an oe 
yi (2) = <— = r() an 4) 


Vm n=0(2) 





Die Integrationskurve von y) (x) ist aber bei 3 (x/x) = 0 konjugiert zu der 
‘ : - 2 \ ° 7 q 122 
Integrationskurve, die fir y, (x) dient. Ks folgt aus Gleichung (24): 





y;, (t) = y;, (2). 


° 1 2 . i 
2. Die Auswertung von y,(z) und y) (xz) mit R(x/z) <1 und 








— = }|—|e*, woo0<u <a und R (z) > 0 fir die Sattelpunkte des Ge- 
zr L 
bietes G,. Die Sattelpunkte wt, und —T, liegen in dem von der Kurve 


R h (rt) = O und der Kurve 9 h(t) = 0 begrenzten Gebiet. In diesem Gebiet, 

im oberen Teil des Streifens (0, 7/2) ist R f(t.) > O und R f (—T,)) < 90, mub 

nur der Sattelpunkt ty, beriicksichtigt werden. Somit verschwindet in der 

Gleichung (17) { und nach Gleichung (35) und (40) (Fig. 5) wird 
Ly + Le 


4. 
et tg TT) — %To n+1 


Yy (£) = >> yr r(ttt)s 2 an, 








TU n=0(2) ~ 
= rtgTo+%Tof 1 n+1 (45) 
: =, KT ERR TOT #0 m+1\ —"— , 
yy, (x) =-2e ‘ Sil —- a p> r( a , ar | — 0. 
- Um -n=0(2) 2 JR (4) >0 
3. Die Auswertung von y, (2) und y, (x) bei R (xz) > O mit R (%/z) <1 
x x, ; ; in. a ace ; 
und — = 2 e“ mit 0 < ww <2 fir die Sattelpunkte des Gebietes G,. Es 
4 x 
0 


gibt nach Gleichung (18), (19) (40) und (41) (Fig. 6): 





et tg tT) — 2#T 


y} (2) a ei | > (—1)"?2 (>) x "sat, (46) 














TU n= 0(2) \ 
. “7m ‘ai xT e— rtgT + #To 
Yxz (x) = —2e om my ‘7 
hod 
: m+il1\ —#+t1 _ 
| p> r( )e 2 a” +0. (47) 
n— 0(2) 2 bei R (x) >0 


Geometrische Orter von speziellen Sattelpunkten}). 

Wir wahlen einen bestimmten Wert x mit sehr grobem ® (2) und er- 
mitteln den geometrischen Ort der Sattelpunkte t,, an denen R(x {(t))) = 0. 
Fir den geometrischen Ort dieser Punkte gilt die Gleichung 





= tet — . 
A(?) 8 cos” T 





1) In besonderen Fiillen sind sie auch die Nullstellen fiir y} (x); fiir y2 (2) 
gibt es keine Nullstellen, weil die Integrationskurve nur einen Sattelpunkt hat. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 42 
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Somit stellen die Kurven ® | rh (z)} = 0 fur ein bestimmtes z die ¢ 
metrischen Orter von Sattelpunkten dar, bei denen die zugehérigen Kury 
3/(t) = const durch je zwei Sattelpunkte -- t, hindurchgehen und 
welchen ® (xf (— T»)) = R (af (to)) = O ist und daher bei der Auswertu: 
des Integrals beide zu beriicksichtigen sind. Der Wert des Gesamtintegra|s 
ergibt sich gleich der Summe der beiden Integrale, die sich auf die U) 


cebung der beiden Sattelpunkte beziehen. Da aber die Glieder mit d: 


4 
4 


wegen des Faktors e7/, dessen Realteil gleich 1 ist, vernachlissigt werder 


Koeffizienten (a2, a‘, a...) in den Ausdricken fir y) (x) bei groBem & | 
kénnen, bekommen wir fiir R xf (z)| = 0 nach den Gleichungen (17), 
(40), (41): 


2 d 
yi (2) = = aga-*h T('/,)co8|—iz f(r) +2]. 8 


y, (a) ist dann und nur dann Null, wenn 

—_ - 

— ixf(t,) a (se = OI, &. ..); 
bei R(af (t>)) = 9 und (af (t»)) = na +a2/4 konnen die Nullstellen 
von y, (x) bestimmt werden. 


¥ 





0 
5 <Q< z verlaufen die betreffenden 


Ubergangskurven jah (tr)! = 0 zwischen den beiden Grenzkurven, die 


Fir 2 = 2 ee? mt — 


sich auf die g-Werte gp = 0 und »=2/2 beziehen. Es gibt fiir jeden 
g-Wert zwei Ubergangskurven, von denen. die eine den Nullpunkt unter 
(7/6 — /3), die andere unter dem Winkel (2/2 — @/3) gegen die reelle 
Achse geneigt verlifit (Fig. 4). 


B. Bei Beriicksichtigung von gréferen Bereichen der Integrationskurve 
nach einer neuen Methode. 

Wie wir aus den Ausdriicken fiir dt, die eine Funktion von Tp, und ¢ 
darstellen, erkennen, wird die richtige Kriimmung der Integrationskurve 
nicht beriicksichtigt, da der Ausdruck fiir dt nur von den reellen Verander- 
lichen ¢ abhangt. 

Um das Integral fiir gréBere Bereiche der Kurve auszuwerten, setzen 
wir dt = dt, + dt., und zwar bedeutet dt, das erste Ghed und drt, die 
Summe der tibrigen Glieder des Ausdruckes fiir dt aus Gleichung (40). 
Ist dr, nicht verschwindend klein gegen dt,, so ist zu beachten, dab im 


allgemeinen arg dt, = arg dt, sein wird. Infolgedessen wird dt, auf den 


Tangenten T(t.) und i T(t) zwei Projektionen dt, und dt, liefern, wobe! 
T (t,) die Tangente in Tt, an diejenige Kurve ist, bei welcher Rf (tT) ei” 
Maximum ist, wihrend 17 (t)) Tangente in t, fiir die andere Kurve ist, 














en 


len 
die 


len 
iter 


lle 


ve 


Ze) 
lie 
0). 
1m 
len 
bel 
pn 


st, 
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-o Rf (t)) ein Minimum ist und arg dt, gleich dem Winkel der Tangente 
’(t)) ist. Wenn man dt durch diese Projektionen auf T(t») und 7T (Tp) 
larstellt, erhalt man dt = dt, + dt, + dt,. Nun muh aber bei den 
Projektionen dt’ und dt’ des Elementes dt der Integrationskurve auf die 
Tangenten T(t») und iT (t») die Bedingung dt’ = idt’ tg erfiillt sein, 
wo « der jeweilige Winkel zwischen dt und T (t,) ist. Dies wird im all- 
vemeinen bei den Projektionen der rechten Seite der Gleichung (40) nicht 
der Fall sein, da sie nur von der rellen GréSe t abhangt. 

Daher bestimmen wir zuerst die Projektion des Bogenelementes [einer 
fir R (xz) > O geltenden J = const-Kurve] in der Richtung T (t,), indem 
wir den Ausdruck fiir dt aus Gleichung (40) auf die Richtung T (z,) 


projizieren ). a 


= dt 

“WV ™ Ang | 
Das erste Glied des Ausdrucks fir dr; (dz, =e tat ci 
fallt mit seiner Projektion auf JT (t)) zusammen. Der Richtungswinkel yw, 
von T(t») gegen die reelle Achse ist 
— t% 
v2 gO 4-1 — # 
) y, =argle ?ayt 2]= yt >: 
wobel 2 

y = arg[ap t— */2]. 
Was die Projektion der anderen Glieder des Ausdrucks fiir dt? auf T (t9) 
betrifft, folgt, daB das (n + 1)-te Glied M& (nm) des Ausdrucks fir dt (wie 
r. n+1 n— 1 

wir es kurz nennen wollen) UW) = |(— 1) . o = 2 . in den  Koor- 


n 


dinatenrichtungen die Projektionen ® (Q,)) und 3 (W,)) hat. Die Pro- 
jektion von YW, auf T(t.) ist daher absolut genommen 
| Wn) j = (Wn)) COS Y, a S (Wn)) sin Yp 
und als komplexe Zahl mit dem Argument y, betrachtet, 
Win) = evi CR ((n)) COs Y, + S (Win)) sin y, |. 
: ——_ i 
Wegen y, = yy + > ist 
nn ae 


Win =— e¥ e. 2 Ei (Win) cos (y — 


~ 


+ 3 (Aq) sin (p + =) 


/ 


ro| Q 


Mit Riicksicht darauf, dab 








-— 17 7 7 
+ — ro J r . 
Rle 2a, cos ( yp + =) = Ja; siny 
und a hal 
~ —i2a a A a 
Sle 2a, sin (y > 3) = Ra} cosy 
L . 7 


1) Wiahrend dr”, die Projektion von dt auf i T (r)), durch die dt” = idrt’tga 
bestimmt wird. 
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ist, erhalten wir den Ausdruck fiir die Projektion dt auf die Tangent: 


richtung T (t,) (diese Projektion wird mit dt’ bezeichnet) 


t i epee a | n n-l 
: oy i ae OP / rfc : 
dz’) = — |¢ 2t“eaese 2%elY SS’ (-1)2t? (Rap cosp+Ia, siny 
a n=0(2) 
iz m+1 m—1 
ai od ; a m_: m 
+e 2e@¥ S (-1) 2? t 2? (Ra, siny—Da,, cosy), (49) 
m =1(2) 
wobei bei den Gliedern mit n=0 (Mod 2) auf Lg der allgemeine Faktor e— 
iz 
und auf L, der allgemeine Faktor e2 gilt. Abgekiirzt ist 
Ey dt -= 
PO atte 2 i 9 
dt’ o xe E(t a & é. (t). 


Fir (— T,) ist nach den Gleichungen (88), (39), (41) und (49) 


n-—1 


_ dt { . a= 
dr’) = + > a t—tle 4. @f¥ >> t 2 (cos p Ra” + sin 9 305)) 
= n= 0(2) 
dt m—1 
+> e¥ >t? [cosyRam™ + sin yp Sa,;'], (50) 
= m = 1(2) 


wobei bei den Gledern mit n = 0 (Mod 2) auf LZ, das negative und auf L, 


das positive Vorzeichen gilt. Abgekiirzt ist 


aa. dt. 
dr(—%) = = z Co (8) + 2 # (t). 


Auswertung der Integrale y% (x) (s = 1,2) mit R (x/z) > 1. 
+ , ‘ . 1 9 ; 

1. Und zwar beginnen wir mit der Auswertung von y, (x) und y, (x) mit 
y 4 Zo iu / ~ p . S ~ ‘Ta 
_ e* wo u(O0<u<a) und R (x%/x) >1 und fir R (x) >0 (Fig. 4). 
x H, 
KR (x/x) > 1 liefert die Sattelpunkte des Gebietes G,, welches von den Kurven 
Rh (zt) = 0 und der reellen Achse begrenzt ist. Die Auswertung nehmen 








Fig. 9. 


wir zuerst fiir den Teil des erwahnten Gebietes vor, der von der Kurve 
Dh (rt) = Rh (rt) und der reellen Achse begrenzt ist. Nach Gleichung (17) 
ist (Fig. 9): 
1 (>) { \dr’ i \dr”’ 
y, (x) = — efOdr + — efMdr’’, 
. OF 17 


Ly+Lo+L3+ly, L1+Lo+L3+l, 
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iter. Nach Gleichung (35) und (50) bekommen wir 
| 1} re) dt’ et f (—T) re ” 
err ege «= —-— xr '2 a) 
in } Ln | ( 9) 0 
Ly | L1+ Le n+1, —2% 
+eév S r( a ja 2 (Raz cosy + Ba, sin ¥)| , (61) 
n= 0 (2) . / 
(49) 1 
; re etfOdt -—" 0. (52) 
Ve 


Das Integral konvergiert gegen Null, weil L, fast mit der Tangente T (—r,) 
z Q oo £2 1 a) 0 


zusammenfallt und daher keine Projektion in der Richtung 7T (— Tp) 


besitzt (Fig. 9). Um 7h) | By 


1 ( groar” 
Ln 2 Ly if, 2 orn 
i 241 \-t9" 0 het | 
4 
| auszuwerten, mul das Ta) 











vegenseitige Verhaltnis |¢3 te 
(50) von L, und Lg ermittelt Fig. 9a. 
werden (Fig. 9 und 9a). Wegen Rf (— 1) > 0 wird auf L, der Wert Rf (7) 
i L von Rf (t) = Rf (— tT») > O bis — o laufen. Daher mub auf L, zwischen 
—T, und t= + o@—i o ein Punkt 7, sein, wo Rf (t,) = Rf (t)) < 0. 


Der Teil L,, von tT, angefangen bis o —i oo, den wir mit L,(z,) bezeichnen, 
wird bei kleinem Sf (t) [wegen Gleichung (9)] angenahert parallel Lg sein, 
und je kleiner Sf (7) ist, desto naher liegt dieser Teil Ly (t,) bei Lg. Fur 
verschwindendes Sf (t) fallen die beiden Kurven vollends zusammen. 

Da 1. L,(z,) annahernd parallel Lg ist und deren Projektionen auf 
4). T(t») emander gleich sind, 2. Rf (rt) auf den korrespondierenden Punkten 
bei klemem Sf (zt) gleiche Werte annimmt, 3. dt,. | dt;. [weil dt’ von Ls 


mit 


ven , : re ; ‘ : oT. 
die Projektion auf T (t,) und dt” von Ly die Projektion auf iT (— Tp) || T(t) 
nen er ae: 
ist], wird . . 
| eR dr” = — | ee k/Mdr’, (52a) 
Le (tT) L3 
Somit wird die Summe nach Gleichung (35) und (49) 3) 
1 e wa . 1 * , \d , 5 "alti re i 
—— - eat + —— | elOdr. = sm/z T - eae} x '2a) 
in ’ in q [ i o)4 ix a) 0 
Ls Ls 
rve n m+i1 | 
é , = “— . 
17) +e? p> (—1) B, + é¥ a (—1) . Daj (58) 
Se n= 0(2) m=1 (2) 
] ac < 
) Das Integral { er fh @ de” = | etl dr”, 
Le L(t) 
weil nach Fig.9 die Projektion der Kurve L, von Ty bis % auf i T (— t,) verschwindet. 
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wobei: Ce ee “ , 
B, = B,(y¥,t,2) = I'| =) x * (cospRa, + sinySa, 
und th 4. S23 
D, = D,(¥,t% 2) = I ( "—) e ? (sinpyRa, —cosy Sa; 


Diejenigen Teile der Abschnitte Lz und Ly, von Tt, angefangen, auf dene, 
der Integrand noch nicht vernachlassigbar ist, sind klein [Rf (t)) < 0] 
und angenahert symmetrisch in bezug auf 1 T(t») [da 3 f(t) klein ist und 
bei Sf (t)) = 0 vollkommen symmetrisch ist] (Fig. 9 und 9a), und die Pro- 
jektionen von Lz und L, auf 71T (t,) sind entgegengesetzt gerichtet, daher: 











. | etf@dr”’ -, 0. 
im , 
Aus den Gleichungen (49) und (35) erhalten wir fiir 
; elOdr’ 
7, 
Ly 
er 18 to — wt m+ 1 
win "ame ad I'(3) a— 24+ ¥ SS! (- 1)? B,-e S\-ty 2 Dy}: (A) 
Af = m = 1 (2) 
Aus den Gleichungen (51), (52), (53), (54), (17) erhalten wir 
oo 
yx (2) = —— {as ee + ev" B,! nf 
1 wf n == 0 (2) 
x f(t) m+ 1 
Te (a2 FQ) ats + bv SY (— 1)? B,—e¥ SS (—1) 2 D,| 
22 | n= 0 (2) nS 
et Rf (to) : $s 
+ sin[29f(t)] ——— [ap 0.) 2-2 bev SY 
n = 0 (2) ae | 
+ e¥ S(—1) * Dye 65) 
m = 1 (2) 
Aus den Gleichungen (16), (49), (50) und (52a) ergibt sich: 
x2 — zf (To) 
y,(z) = —2e 2 sin ogee [Peis a~ ‘lea? tev >) B, 
ve n= 0(2) 
_## “nme (iw —G) ®) | “ 
+e 3 Gin ———— I'(/,) a— “2 ay + ef¥ > (—1)2 B, 
2 wT | n = 0 (2) 
+e > (—1) ? Dj - (56) 
m = 1 (2) 


Anwendung auf die quantitative Theorie der radioaktiven «-Emission?). 
Fir dieses plrysikalische Problem gelten fiir x und x folgende Werte: 


8<|z| < 15, 40 < |x| < 50, 
arg z~n- 10-1", argx ~ n' - 10-38, 





1) Th. Se xl, ZS. f. Phys. 81, 163, 1933. 
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vobei n und n’ Zahlen sind, die zur ersten Gréfenordnung gehéren. Es 


ird dann: 

yA . -17 V4 ’ 
a : a ei n' 10 OF in 10 1 wy e! n’ 10-17. 
x cos? T x x 


|X 


Nun ist 
1 1 


— — i2A 
9 “9 b] 
cos” To V 








, a 9 a , a ot <n . 9 
wo tgA = —tgu, tgv, (T = U +2) und ¢c = 1+ Gin’ vo, + sin’ u,. 
Daraus ergibt sich 

3 (x tg t%—2#T) <1. 
Wenden wir die eben gefundenen Resultate auf die Gleichung (55), (56) 
an: Wegen Sf (t) <1 und R(x) > 0 verschwindet die Summe mit 

ja R f(t) 

€ sin [x Sf (To) }. 
Wegen yp = arg (ao t—' 2) ist sin y= 0 und cos p = 1. 


Daher erhalten wir, wenn wir zur Abkiirzung: 

















+1 
n+1, —* 
P(“3-)# * Rah = By 0,%—,2) = Br, 
ath «<= - 
P(™ 5) # * Sam = Dn (0, %,2) = Di 
setzen: 
e— «fF () 
yi(2) = — oe oth + SY By 
in n= 0(2) 
et f(T) ¥ 7 , a al _ 
>. a yao L°("/) ) x 2 a t )2 > Be + p> (— 1) . Dn}, (57) 
a7 | —_—_ m = 1 (2) 
x7 . 
aa —-— _, #2 e—*f 0) | 
y,(z)~—2e 7? Gin of F'(t/,) a- "2 + SY Ba 
2, se fi Lo n= 0(2) = 
x7 m+ 1 
sib hae ' x IU erf (To) - cies 
+e Gin [aire ) eta SY (1)? BL-S-1) 2 Dif 
U n=0 | m = 1 (2) 
Y e~ #F Fed 0 1 1 , 0 
G, (2) = ¢~** oe ab 1 9) B28 + p> Bs (58) 
7 n = 0 (2) 
et f(T) s mt+1 
+E [we Pe)) at +S’ Cy? B+ SCY * Ds] 
47 n= 0 (2) m = 1(2) m 
x7 
xm\e » et f(t) =<" 
- &in(*) [2870/24 SY (12S (a) * D4] 
2 27% =, m= 1(2) 
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Fir 3 (x/x) = 0, also fiir die Sattelpunkte der reellen Achse, bekommen wir: 


y— £F(%) 
Yx() = i 2 | ab I” ('),) 2" +>’ Bs | 


LIU n = 0 (2) 
et f (t%) : = = 
0 a / 6 ( : 
+O fag Pee +S + Sy dsl 
22 n= 0(2) m = 1(2) ' 


Die Integrationskurve fiir y? (x) ist nach Gleichung (44a) konjugiert de: 


‘ = 1 
Integrationskurve fiir y, (x): 





Yx (2) = y- (7) 


und daher: 


et f (To) ,- , m+ 1 | 
G, (a) = “5 fab PCH.) a "2 S' (—1)? Ba + S (—1) * Diy. 
ee n = 0 (2) m = 1 (2) 


Somit sehen wir, dab die Vermutung von Sexl*) iiber die asymptotische 
Gestalt der bendtigten Integrale fiir komplexe Argumente und komplexe 
Parameter vom allgemeimen Fall her bewiesen ist. 
‘ 1 2 : ~ 
2. Die Auswertung der Integrale von y, (x) und y, (x) mit R(x) > 0 


x “x 


und = |— 

x x 
bietes Gy, wo R (x%/xz) <1. [Das bedeutet den Bereich von G,, der von der 
Kurve Sh (t) = 0 und Rh (rt) = O begrenzt ist]. In diesem Bereiche ist 
Rf (t)) > 0. Und zwar beginnen wir mit kleinem Sf (t») (Fig. 5 und 10). 
Nach Gleichung (16) ist: 


1 1 
y, (2) = - eloOdr + . elOdr’’, 
in ; 1 
L; +Ie+13+ Ly, [y+ Ig+L3+14 


e" wo 0 < au <2, und zwar fir die Sattelpunkte des Ge- 











Zur Auswertung von 


J elodr” 
Ls 


ist folgendes zu bemerken. Auf dem Zweige Ls, wo der Wert Sf (7) 


bel T= T), mit Rf(t)) >O beginnt und bei t= + @O—tio mi 


KR f(t) = — o endigt, mub daher zwischen t = Ty und tT = +- @ —1i & 
ein Punkt tT, sein, wo Rf(t,) = Rf (—T)) <0. Der Teil Lg, von 1, 

> . . . ’ . . . . 
angefangen, bis T= + co —too (mit Lg(t,) bezeichnet), wird bei 


kleinem 37 (7) nach Gleichung (9), Fig. 5 und 10, angenahert parallel L, sein, 
und je kleimer Sf (zt), desto naher liegt dieser Teil Ls (t,) bei L,. (im 
Falle 3/ (rt) = 0 wird, wie aus Fig.10 zu sehen ist, L(t,) mit L, 


zusammenfallen.) 





!) Th. Sexl, ZS. f. Phys. 81, 163, 1933. 
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Analog den Uberlegungen wie fiir Gleichung (53) erhalt man somit: 





L | et{@™ dr”’ 4. J etf(r) qr’ 
i ee 
L3 (to) Lo 
; e- 2 RfF (to) - ao 
=— — sin [237 (T,)| ZB as I'(/,) a-' o+el¥ S B,: (59) 
- n=1 


Das Integral: 


im . 
[y+ 49 


1 
ontetenal | exrrdr’” 0, 


weil der Teil L, + Ly, auf dem allein der Integrand zu_ beriicksichtigen 
ist, mit der Tangente T (—t,) angenahert zusammenfallt. 


Es strebt die Summe 





1 a . 
= ( elOdt”’ — | tlOdr’ + | &/O dz”) — 0, (60) 
Um * . . 

L, L (t)) L4 


denn die Projektion von Lg—Lg(t,) auf iT (t9) ist entgegengesetzt zu 
der Projektion [ebenfalls auf 77 (t9)], jenes Teiles von L,4, auf dem der Inte- 





srand zu beriicksichtigen ist'). Und die obigen Integrationen werden sich 
bei kleinem Sf (rt) annahernd aufheben. 


') Bei kleinem Sf (rt) geht Rf (zt) auf L, bereits ganz nahe hinter t, durch 0 
und fallt dann ungemein rasch algebraisch ab, so daB der Teil von Ly, auf dem 
der Integrand e7/™ zu beriicksichtigen ist, ganz klein ist. 
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Aus Gleichung (49), (50), (35) erhalt man: 


1 y— 21 to) f = 
i aii | elOdr = . jay FC) a tle +e i a (-—5)* B,|, (61 


12 . 20% nants 
Ly 
i erie) 7 a 
— | el@Mdr’ = Jae °C) a—tl2 + ev SY’ (—1)2 B, |: (62 
Um y d n=0(2) 
Lat Ly 


Aus diesen ausgewerteten Teilintegralen bekommen wir 





e@ fe) [ ’ , , = 
ue) = Lap rol yante + ev SY! (0B) 
he . n=0(2) 
e— tft , | x 
eS jag J (1/,)a—"e + ef ¥ S)(—1)" B,| 
St n=1 
s e xR f (to) . x 
— sin|z Jf (T,)] as P(/,) 2-2 +e S B,|. (63) 
, n=1 


Mit der Anwendung der erwaihnten Uberlegung bekommen wir aus Glei- 


chung (16), (50) 


7 > . 
2 9 a. vila of} —"'lo 4 ofy F 
yz (z) = —2Gin=e ° re ao I'(/,) a—'!2 + ef SB]. (64) 
2 d n=0(2) 


Die jetzt angewendeten Ausdriicke fiir y) (x) und 2 (x) gelten annaherungs- 
weise fiir die Sattelpunkte des von der Kurve Sh (rt) = 0 und der Kurve 
Rh (rt) = 0 begrenzten Gebietes. 

3. Die Auswertung der Integrale fiir die Sattelpunkte des Gebietes G, 
(Fig. 6). | 
Es gilt im allgemeinen fir die Integrale y} (xz) und y? (x) mit R (x) > 0 


und ® (x/x7) < 1 wegen Gleichung (17), (49) 


to &. taa,,\ efor , n 
pha) = (1+ SES) ag re gents ev S (0 a 














2 , wu n=-0 (2) 
m+1 
rae et f(T) j = ss z 
+ (tga, + tga) ———Je* SI (—1) * Dual, (65) 
a he m =1(2) . 


wobei «, und a, die Winkel zwischen den jeweiligen Bogenelementen 
von Ls bzw. Ly und der Tangente T(t») sind; tg @ bedeutet den mittleren 
Wert von tg fiir alle Elemente desjenigen Teiles der Kurve, auf dem der 
Integrand zu beriicksichtigen ist. Kine fiir numerische Rechnungen brauch- 
bare Form erhalt man, wenn die Sattelpunkte nahe an die Grenzkurve 
Sh (t) = 0 zwischen den Gebieten G, und G,, im Gebiete G,, in dessen 


Innern sie voraussetzungsgemabh legen, heranriicken. 

Wegen Rf (t)) > 0 wird auf Ls der Wert Rf (zt) von Rf (rt) = Kf (Tt) 
bis Rf (rt) = — o lauten, daher wird auf L, ein Punkt T, sein, wo Rf (T,) 
= Rf (—t)) <0. Dieser Punkt 1, wird bei kleinem Sf (rz) sich an — tT, 











(61 


(62 


63) 


lei- 
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° > ’ > . Ad . . . 
vihern. In Fig.6 und vont, angefangen bis tT = — 2+ € wird sich dieser 


leil der Kurve Lg [den wir mit Lg (t,) beazeichnen], an L, schmiegen [bei 


3 (rt) = 0 wird dieser Teil Lg (t,) ganz mit L, zusammentreffen] (Fig. 10). 


Analog den Uberlegungen, wie fiir Gleichung (53), erhailt man dann: 





1 e e2ix Sf (Zo) ° 
| et@dr” = —T_ | fdr’ 
17 ae 
Le (to) Ly 
= 2 tg ta— (=) © 
é 
=—— (1/,) a— "le tev DS (1B, |. (66) 
217% n=1 
Aus Gleichung (49) folgt: 
. ¥ P et f (To) . : n 
— czfOdr = - nore ai I'('/s) a ‘le + ¢ ¥ aa (— 1) 3 B,|. (67) 
vm . Tw n = 0 (2) 
Le + bs 


Die Summe 


. (| etl d rt’ — | ered” + — 


x f(t) Ad 6 
= oe dt”) +0 (68) 





™e 
a 


Ls Ls (2) 
konvergiert gegen Null, denn die Projektion von (L,—Lg (t,)) auf 7T (Tp) 
ist entgegengesetzt zu der Projektion [ebenfalls auf 77 (t9)], jenes Teiles 
von Ly, auf den dem Integrand zu beriicksichtigen ist!), und die obigen Inte- 
vrationen werden sich bei kleinem Sf (rt) annaihernd aufheben. Somit 


erhalten wir: 





zf(t 
Yy (2) = , [as I"(/,) # en Vi 2+ et ¥ =" (— 1) ry : B,| 
7 nm =0 (2) 
+ (#7 - (4) #) : 
a as Py, e-2 + ev S(—1)" B,). (69) 
ats n=1 


—— e 9 . ~ ’ ° Y \ 
Fir die Auswertung von y, (xz) (mit den Sattelpunkten des Gebietes G9) 


cilt wegen Gleichung (50), (16) 
a 
47 


“xm 
—Se * Cn e— =f (o) 


yz (x) = iadlesot as P'(/,) a ‘2 + ef ¥ bay B,|. (70) 


4It n = 0 (2) 


A 





Ich danke den Herren Th. Sexl und E. Guth fir die Anregung zu 


dieser Arbeit. 


Wien, Institut fir theoretische Physik der Universitat. 





1) Hier gilt die Uberlegung, die fiir Gleichung (60) angewendet wurde. 
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(Mitteilung aus der Versuchsanstalt der Fried. Krupp A -G., Essen.) 


Uber den Entmagnetisierungsfaktor zylindrischer Stabe. 
Von F. Stablein und H. Sehlechtweg in Essen. 
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 15. Mai 1935.) 


Besprechung der Arbeiten von Wiirschmidt sowie Neumann und Warmut} 
§ 1. Die allgemeinen Grundlagen; Wiirschmidtsche Integralgleichung; Po 
lynomansatz fiir die Magnetisierung, Berechnung des Entmagnetisierungs 
faktors aus der Magnetisierungsverteilung. § 2. Die Matrix des der Integral- 
gleichung entsprechenden linearen Gleichungssystems und die Darstellungen 
des Entmagnetisierungsfaktors. Anniherung im Mittel durch Verwendung 
geeigneter Gewichtsfunktionen. § 3. Zahlenmabige Ergebnisse. Darstellung 
der Magnetisierungsverteilung durch cine Parabel; Vergleich mit dem Versuch. 
§ 4. kin mit anderen Gewichten arbcitendes Verfahren. § 5. Zusammenfassung. 








Zur Messung der Magnetisierungskurve verwendet man aus praktischen 
Griinden den Werkstoff mit Vorliebe in der Form eines zylindrischen Stabes. 
Um die zu einer bestimmten Feldstarke gehérige Magnetisierung versuchs- 
mabig zu bestimmen, kann man dann so verfahren, dafi man um die Stab- 
mitte eine kleine Spule legt und den bei Entfernung des Stabes auftretenden 
Galvanometerausschlag beobachtet. Hierbei ist zu beachten, dab bei Ein- 
wirkung eines fiuBeren homogenen Magnetfeldes ein zylindrischer Stab 
nicht homogen magnetisiert wird ; letzteres ist nur beim Ellipsoid der Fall’). 
Bei einem Zylinder nimmt die Magnetisierung vielmehr von der Mitte aus 
nach den Enden zu allmahlich ab. Bei dem beschriebenen Verfahren mibt 
man im wesentlichen die Magnetisierung der Stabmitte. 

Etwas schwieriger ist die versuchsmabige Bestimmung der Feld- 
starke §, die sich 1m Innern des Stabes einstellt, wenn man ihn in ein 
bekanntes, homogenes, auberes Magnetfeld §, bringt. Die innere Feld- 
stirke § kann man sich erzeugt denken durch das Zusammenwirken des 
Aubenfeldes §, mit einem entmagnetisierend wirkenden Feld, das herriihrt 
von einer sich auf der Oberfliche des Zylinders ausbildenden freien Be- 
legung, die ilirerseits durch die vorhandene Magnetisierung 3 bestimmt ist. 
Das entmagnetisierende Feld stellt man in der Regel dar in der Form — N93, 
wo N als der Entmagnetisierungsfaktor bezeichnet wird; das wahre, innere 


Feld des Probezylinders ist dann 


§ = Da — NS. (1) 





') Vgl. hierzu etwa J. Wiirschmidt, Theorie des Entmagnetisierungsfaktors 
und der Scherung von Magnetisierungskurven. Braunschweig 1925. 
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Ist demnach der Entmagnetisierungsfaktor bekannt, so labt sich bei be- 
stimmtem Aubenfeld und bestimmter Magnetisierung der Stabmitte das in 
der Stabmitte herrschende wahre Feld aus (1) errechnen. 

Die Berechnung des Entmagnetisierungsfaktors eines zylindrischen 
Probestabes wurde zuerst von Wirschmidt?) durchgefiihrt unter gewissen 
idealisierenden Voraussetzungen, die wir hier im wesentlichen beibehalten 
werden. So mubte er der Einfachheit der Rechnung halber z. B. annehmen, 
dab die Suszeptibilitat sich ttber die Lange des Stabes nicht veraindere, was 
in Anbetracht dessen, daf der Zylinder nicht homogen magnetisiert ist, 
natirlich nur als eie erste Naherung aufgefabt werden kann: den im 
folgenden durchgefiihrten Uberlegungen ist dieselbe Voraussetzung zugrunde 
gelegt. Die Wirschmidtschen Rechnungen lassen sich nun aber in bezug 
auf die praktische Anwendung nur schwerfallig handhaben. Das Problem 
wird dort zuriickgefithrt auf die Lésung eines linearen Gleichungssystems ; 
dabei wird sukzessive von einer Naherung zur nachst besseren fortgeschritten, 
indem eine neue Gleichung und eine neue Unbekannte hinzugenommen 
wird; auf diese Weise erweist es sich als notwendig, bis etwa zu einem System 
von elf Gleichungen zu gehen. Daf eine solch hohe Anzahl von Gleichungen 
notwendig ist, deutet auf eine ziemlich langsame Konvergenz des Ver- 
fahrens. Eine spaitere Arbeit von Neumann und Warmuth?) hat ebenfalls 
die Wirschmidtsche Methode als Grundlage: wir werden spater darauf 
zurickkommen. 

Im folgenden soll ein Verfahren angegeben werden, das in anderer 
Weise als bei Wiirschmidt auf ein lineares Gleichungssystem fihrt. [Es 
wird sich dabei herausstellen, dafi schon durch Lésung eines Systems von 
nur zwei linearen Gleichungen fiir praktisch interessierende Verhialtnisse 


eine ausreichende Ubereinstimmung mit dem Versuch erzielt wird. 


1. Die allgemeinen Grundlagen (die W iirsehmidtsche Integralglerchung ). 
Die theoretische Bestimmung des Entmagnetisierungsfaktors ist dann 
méglich, wenn man neben der Magnetisierung noch die Suszeptibilitat x 


kennt; dann folgt mit 





J = £6 (II) 

aus der Definitionsgleichung (I) des Entmagnetisierungsfaktors : 
1 1 
J/Ha x 


1) H. Neumannu. K. Warmuth, Wiss. Veréffentl. a. d. Siemens-Konzern 
11 [2], 25, 1932. 


N (1, 1) 
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Wir nehmen nun fiir das folgende mit Wiirschmidt an, da der betrachte: 
Probestab im Vergleich zu seinem Durchmesser so lang sei, dab die Magnet 
sierung und das innere Feld sich senkrecht zur Stabachse praktisch nic! 
andere; beide GréBen seien also lediglich Funktionen der Koordinaten 
der Lingserstreckung des Stabes; der Koordinatennullpunkt liege in d: 
Stabmitte; der Radius des Zylinders sei gleich b. Um nun an irgendein 
Stelle z die GréBe des entmagnetisierenden Feldes zu berechnen, hat mai 
die Wirkungen der auf der Staboberfliche verteilten Belegungen z: 
summueren. Die an irgendeiner Stelle y auf eimem Mantelstiick der Lange d , 
befindliche freie Belegung erzeugt an einer anderen festen Stelle z in de: 
tichtung der Stabachse das entmagnetisierende Feld: 
dJ (y) 5 ,,. 
dy " V@—y +e 


Das von allen Stellen y an der festen Stelle x erzeugte entmagnetisierende 


z—yY 





+x 


Feld ergibt sich durch Integration von y aber die Lange 21 des Stabes. Zu 
diesem von der Mantelbelegung des Zylinders stammenden Teil des ent- 
magnetisierenden Feldes kommt ein weiterer, der von den Belegungen der 
Zylinderendflaichen herriihrt; diese letztere Belegung kann man sich zur 
Vereinfachung der Rechnung fiir nicht zu kurze Stabe auf den Kreisrand 
der Endflache gleichmafig verteilt denken; ihr Beitrag zum entmagneti- 


sierenden Feld ist dann 


— ad (1) 








l—z l+2z 
3 j i) 
ji—2)’? +b yi+2?+0 


Das gesamte innere Feld ist also 











+l 
- ‘ —_ © 
= §, + ba } J’(1 ,d2 
iain Vey 
l 
— ad ()(———F_, + se). 
yi—a2P + yl+a?4+0 , 


Mibt man «und yin Bruchteilen der halben Linge und setzt das Dimensions- 
verhaltnis b)l = p, so erhalt man mit (ID) die Wiirschmidtsche Integral- 
yleichung*) in dimensionsloser und in bezug auf die Endbelegungen etwas 


ceanderter Form: 


lad 











F(a) = %$.+ ep a | I'Y) maa aes dY 
4 \(2— y)? + p? 
—xptad Ql) (——— PED", 2. 1, 2) 


r 3 | - —=5 
inn Va—2)?+p* Va+2)?+ p* 
1) Siche FuBnote 1, S. 630. 
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\lan-erkennt leicht, daB fiir schlanke Stabe, d. h. kleines p, es nur in einem 
Jeinen Gebiet der GréBenordnung p an den Stabenden praktisch etwas 
wusmacht, ob man sich die Endbelegung im Schwerpunkt der Endflaiche 
oder auf ihrem Rand denkt. Wir schreiben noch die Integralgleichung mit 
Hilfe einer partiellen Integration in einer einfacheren Form, in der wir sie 


im folgenden stets benutzen werden: 


_ 


1 


dy. (1,3 
May Ve—y) + p° . 


J(z) = «§, + 





Wie in der Einleitung bereits ieeia wurde, ist fitr die Magnetisierung 
eine Funktion zu erwarten, die von der Stabmitte aus nach den Enden zu 
allmahlich abnimmt; eine solehe Funktion laBt sich in eimem ziemlich 
weiten Bereich um die Stabmitte annahern durch ein Polynom. Wir machen 
daher mit Wiirschmidt den folgenden Polynomansatz fiir die Magneti- 


sierung: 


Ha >> C, az”. (1, 4) 


vy=0 
Bei passender Art der zu wihlenden Naiherungsmethode gelingt es, bereits 
mit nm = 1 dem praktischen Bedirfnis zu genigen. 
Die Berechnung des ee ist dann nach folgenden 
Richtlinien durchzufithren. Hat man fiir J (0) = ¢, einen guten Naherungs- 


wert, so kann N gemaf (1, 1) berechnet werden aus 


1 1 
ta >: (1, 5) 
Co x 


Hat man jedoch die Entwicklungskoeffizienten c, der Magnetisierung durch 
ein Verfahren gefunden, das im Mittel gut annahert, das also seiner Art 
nach nicht einen besonders guten Wert fiir die speziell ausgewahlte Stelle 
x = 0 zu liefern braucht, so kann sich eine andere Darstellung des Ent- 
magnetisierungsfaktors besser bewahren als die eben angegebene (1, 5). 
Man erhalt sie aus der Magnetisierungsverteilung in folgender Weise. Aus 
der Definition (1) von N folgt wegen 


J (a) = #§ (2) 
N (a) J (t) = Sa— 


Hieraus errechnet man unter Benutzung der aus der Integralgleichung (1, 3) 


J (x) 


x 


zu erhaltenden Beziehung 








+1 
J (2) ‘ a? 1 

.— bi Tu J (2 di 

Sy alan ) TP \@— P y 


1 
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die folgende aus der Magnetisierungsverteilung erhaltene Darstellung 


Entmagnetisierungsfaktors : 


N(z) = —p?a | — — dy. (1, ¢ 





Sein fiir die versuchsmabige one bendtigter Wert an der Stelle « = 0; 


1 
“(y) dy. (1,7 


N 0) = —pa ( —_—_— - heeaaiane 
I J (0) a 


Kennt man die Lésung J (2) as Integralgleichung (1,3) in Form eines 
geeigneten Polynoms exakt, so sind die beiden Darstellungen (1, 5) und (1, 7 
natiirlich miteinander identisch. Bei der von uns spaterhin benutzten 
Naherungsmethode, die die Magnetisierung nur im Mittel liefert, wird sich 
die Uberlegenheit der Darstellung (1, 7) bei der numerischen Durchfithruny 
erwelsen. 

Die Matriz des der Integralgleichung ents preckenden linearen Gleichungs- 
systems und die Darstellungen des Entmagnetisierungsfaktors. Schreibt man 
die Integralgleichung (1,3) in der Form 

— , 
J (x) —xp’a Jw : 
dy’ V(e—y)? + p 








dy—z§, — 0, 


—1 
so ergibt sich unter Benutzung des Polynomansatzes (1, 4) fiir 3 (x) die 
folgende lineare Relation: 


n 








> ¢ (22° —xp*aF,,(2)] —x = 0, (2, 1) 
wobei das Funktionensystem der F,, (x) definiert ist durch 
+1 
4 d* 1 
F,,(%) = | 9" +5 dy. (2, 2) 
2 2 °o 4 
dy’ \(2—y)? + p* 
— |] 


Die Wiirschmidtsche Methode?) labt sich nun dadurch charakterisieren. 
dai die Funktion F,, (2) in der Umgebung der Stabmitte in eine Reilhie 
nach x entwickelt wah wobei zur Erleichterung der Rechnung geeignete 
Vernachlassigungen vorgenommen werden; nach Einsetzen dieser Reihen- 
entwicklung in (2,1) werden dann die ¢, durch Koeffizientenvergleichung 
bestimmt. In der Arbeit von Neumann und Warmuth?) werden die 


ersten ¢, auf die gleiche Weise berechnet, die ¢, mit héherem Index jedoch 


7. Siehe FuBnote 1, S. 630. — *) Siehe FuBnote 1, S. 631. 
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mit einer weniger strengen graphischen Extrapolation; das Ergebnis ihrer 
( berlegungen besteht dann in der Angabe einer nur in dem Fall x = o 
-iltigen Interpolationsformel, die den Verlauf des mit den genannten ¢, 
berechneten Entmagnetisierungsfaktors gut wiedergibt. Um eine einfachere 
Lisungsmethode fir das Gleichungssystem (2,1) zu erhalten, kénnte so 
vorgegangen werden, dah man (2,1) multipliziert mit einer aus dem 
Funktionensystem der 
x’ —xpaFy,,(z), y=0,1,2, .... 7 

beliebig gewahlten Funktion und iiber z integriert') ; jedoch wiirden hierdurch 
rechnerische Schwierigkeiten entstehen, ohne daf fiir das physikalische 
Problem viel gewonnen wirde in Anbetracht der idealisierenden Voraus- 
setzungen, unter denen schon die Wiirschmidtsche Integralgleichung 
gewonnen wurde. 

Um eine einfache Methode anzugeben, nach der schon bei verhaltnis- 
mabig kleiner Wahl von n der Entmagnetisierungsfaktor ziemlich gut 
erhalten werden kann, machen wir (2, 1) in einem mit geeigneten Gewichten 
versehenem Mittel iiber 2 zu Null. Da bereits mit der Wiirschmidtschen 
Integralgleichung die Stelle z = 1 nur schlecht erfabt wird, verwenden wir 
Gewichtsfunktionen, die der Stabmitte en groBes Gewicht und den Stabenden 
ein kleines Gewicht geben; sie seien 

1— a2, 1—7, ... 
Wir ersetzen also die Forderung (2,1) durch die folgende Naherung: 
+1 


(1 — 2?) | Sal [22*— xp? aF,, (x scat digo 
=o | 
se far o = 0, 1,3,... (2, 3) 
Hieraus erhalt man das folgende lineare Gleichungssystem fir die Ent- 


wicklungskoeffizienten c, : 


~ 1 2 xp a 2 
>, ¢ Fe E vay + J (M, |S | ees Mp, »)|= a. » (2, 


yoy)«=OL(2 +1) (29 +2041) 2 e541 o+1’ 
wobei M,, ,, gegeben wird durch 
7 +1 
Migs = | # ze Fy, (x) da. (2, 5) 


GemaB der Definition (2,2) des piutitbieiiamitinns der F,, (x) und der 
Identitat Q? 1 a? 1 
at eer pre (2, 6) 
| (OP Vay tp 0? Ve—y? +P 
ay Es ‘ergeben. sich so die Normalgleichungen der Methode der kleinsten 
Quadrate. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 43 
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cilt 








+1 41 
ai 0° 1 
Mao. oy = | zr 0 y*’ aie — dad y = M, vy. 20° (2, 
. 2 2 7 
wa ¥ V(z—y) +P 
—1-1 
Die Matrix der M,, ,, ist also symmetrisch. 


Zur tatsaichlichen Berechnung der Matrix der M, 9, st die explizii 


Darstellung des Funktionensystems der F,, (x) notwendig; wir schreib: 
F,.. (x) in der Form 


, - 
y ere ) 9 
Fes (2) —_— d 7 Yai (z), (2, 9) 
wo wegen (2, 2) und (2, 6) gilt 
+1 
i 
(x) = ————-— dy. (2, 9) 
Var ) V(a—y)’ + p” Y , 
—1 


Die Berechnung dieses Integrals liefert die Darstellung von y, (x) in der 
Form 





\@—1p+p+1—z 
Vice +1)? + p?—1— r 


wo ¥, (2) algebraisch ist. Fiir die folgende Rechnung geniigt es, sich aut 


y, (x) = x,(z) + b,(z) In 





den Fall n= 1, d.h. die Annéherung des Magnetisierungsverlaufs durch 
eine Parabel zu beschranken: 
, 9 C, 2 
J (2) =e, +¢,22 =-e(1 f ta). (2, 10) 
; Co 
Das Gleichungssystem (2, 4) reduziert sich dann auf nur zwei Gleichungen. 
Die Berechnung der dann noch verbleibenden M,, ,, geschieht mit den 
folgenden speziellen Werten der y, (2): 
j4+p?+2 
> 
y4+ p?—2 


(1— En y4+ p+? 
5 





y,(l)— y, (— 1) == —2p—2)44+p? +I 








Yo (1) + Y,(— 1) = 4p—2)4+ p? + wo. 
2) y44 p?—2 


' >= 4 ne 
y, (1) — y,(—1) = 6p— = P+(—-% a 3 P*) y4+ p 


} 8 3 
3 4+ p?+2 
a / 4+ p?—2 

















bo 
2 


1zl| 


ib 


aul 


ureh 


10) 


en. 


len 


40 
y. (1) =a, y,(— 1) = 10 p — 3 p® +. a5 P 
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16 


46 239 16 ——- 
nee apes | Ce , 2 
+( 15 ' 30 pP) V4+P 


15 4\ y4+ p + 2 











+ (1—5p* + — p*)In ; 
( ‘ 8) y44 p — 
ay ee 
Y¢ (1) + Ys (— 1) = 12 P <r + 3 p? + 
46 409 103 
2 eee re 2 
+ ( ig + 3p? — 99 BY) V4 +1 
15 45 5 4 4+ p?12 
- (i—s | > 2 ot) in! aH & ; 
2 8 16 y44+ pe—2 
140 112. $2. 
(1) — y,(—1) = Mp —- boy 











32 887 , 267 , 82 4 
| — cee 4 9 
+( 105 a — Tap Pt gph’) V4 +P 





y¥4+ p?+2 





21. 105 , 385 .\ 
1——p* Pe ig — mate 
+( iin Si a Go 
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2, 11) 


Weiterhin erweist sich noch die Benutzung der folgenden Ableitungen der 


y, (2) als notwendig: 























1 1 
Wo (2) —_— + 3 3° 
Via—1)?+p?> V(x+1)? +p 
1 
¥, (2) = —————— = (22*—42+1-+ 2p’) 
\(2—1)* + Pp” 
1 
+4. (—2 a? —42 —1—2p’) 
V(ie+1)°+p* 
z—1)?+ p? —r 
+22 Em 1?+p?+1—z2 
Va+1P+p—1—2 
yi (2) = 1 (Lia Qe?— Mad 4 Bat tpt 
V(2—1)?+ p’ , 
1 9 
4+ 28 yp? + 4g? yp? — = pt) + (—t+2 
ite ree V(a+1)?+ p 
— 2a? — 4g 2B gt 4 4p? + Bap? —* a3 p? + 5 pt) 





mon S Pr 
+ (42° —62p*) In 7 ) << e kA =; 
V(i2+1?+p?—1—2z 


(2, 12) 
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Gemal der Definition (2, 5) der M,, ,, findet man 


2 


+1 
M,.= | F,(ajdz2 = ( y, (z)dz = yw (+1)— yw (— VD 
l - 
oder 
l 1 
Moo ” — “rerd 
P )4-+ p’? 


Ferner erhalt man z. B. 
+ 1 


= 2’ yy (x) ail —2 | xy, (x) da. 


l + 2 
eF,(2)da = | #yy(2)da = 
=. —1 


M 


22 | 
—1 


Setzt man den Wert von y, (x) ein aus (2, 12), so findet man 


j4+p?+2 


») 9 
M,, = —(—1 + 2p?) + ———— (—7— 2p’) + 2n —— = 
~ \4+ p° j4+ p?—2 


7 4 y, (1) wii y, (— 1) | oe 8[y, (1) oe ¥,(— 1) 


ae 





. (2—1)?+-p?+-1— 
—20-42P yy, —w(—a)—4 fen as : 
| | (x+1)°+p’—1—2z 


1 


dz. 





Das letztere Integral labt sich durch partielle Integration ebenfalls sofort 


1) zurieckfiihren: es erhalt den Wert 


auf yw (= 
1 y4t+p7+2 #1 
— In + —[yp, (1) — y,(—1)], 
Vag p_2 g L¥s (1) — ¥s(—1)] 


so dab sich W,, in der folgenden Form darstellt : 


2 —14— 2p? 2 44+ p?+2 
M,, = ——+4p+ - F 4h 
p V4 + p? 3S 744 p?—2 


16 
— [vs () — vs(— 0) + 8ly. 0) + yw (—D)] 


—2(1 + 2p*)[y, (1) — y, (— 1) 
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Nach derselben Methode erhalt man die ibrigen M, : ihre Werte ergeben 


ich zu: 





M 


O04 


d 2. 


ty 
to 


lz. 


rt M 


44 





























y 2 
—— + =, 
p \4-+ p’ 
2 2 —— 4+ p?+2 
an + sp—40id P+ thet, 
P 14+ p* j4+ p?—2 
ate ‘ioneee +teo—=9 
P }4+ p* 3 
/ $2 16 8 4 249 
(— | p*) ya+p?+4(l = 7 p*) In at =o, 
5 8 "6 j4+ p?—2 
9 Y 4 
? Tea ah (at yee 
4. y4t+p?4+2 
ak ball 5 Re 
3 y4+ p?*—2 
“ 2 a 
 —?p aap} 
164 64 , 2 \ 
(—g tara 
Fs es __9 p’)I e+ p? +2 
y4+p?—2 
. sr" 128 
— wm = 1p — —P 
Pp \atp | 185! 
416 768, 256 18 —\ 
+ 9 + tao?” — 1995?" + gomgP") V4 +P 
4 re =P) h V4+ p? + 2 


‘4 9 
In I Ke: 


y4+p—2 


> e 


2 p? 
—= — In — + konvergente 
16 


| 





Da fiir die numerische Rechnung diese Ausdriicke (2, 13) noch etwas un- 
handlich sind, wird eine Reihenentwicklung nach p angegeben, die in dem 
praktisch in Frage kommenden Gebiet (p< 4) brauchbar ist. 
Entwicklung des in (2, 18) auftretenden In kann man sich Zahler und Nenner 


Zur 
des Arguments in konvergente Reihen entwickelt denken; man _ erhalt 


(2, 14) 
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Potenzreihe in p?, die mit p? beginnt. Zur Herstellung der letzter 
Potenzreihe entwickelt man zweckmabig den Differentialquotienten dr 


betrachteten Funktion: 


Fes ape ele MG) 


dp yat+p—2 4) Pp = 2 
4+ p p y2 re 6=1 
Die Integration nach p ergibt unter Beriicksichtigung der Darstellung (2, 14): 
— (— ‘) 
y44+ p?+2 p —-. i 
n = - = —-n-— — = 
4+ p?—2 =~ oa * 2 
‘- 1 /p\? 3 /p\* 5 t # une ns 
ee ees fs eet i eet Eu. WD 
nig + (a) g(a) +a(z) 7 " 


Unter Einfithrung der Abkiwzungen: 
m2 





L = In und ¢ = 5 (2, 16) 
erhalt man die folgenden Reihenentwicklungen der M,, 4,: 
1 1 é i 
Me = “a 1 -9F + oe — 76° 
= 7 " 29 
M,, —2 L a Fit st——! + 1-t “ma 
1 61 67, 128, 98 33 
M,, = (-4+ %#) L-—— — +48t+—# -—# t! “ae 
on ) ee te es 16 
4 1 2 11 64 33 185 
ae a ee a ae ee ae Fa _ = 2 
M.. = 7 L 5 +>! g hte ia! 
14 1 303 7 51 1024. 337 . 
= (-= 81) -_—- + 244 + —?? — — t —t?- , 
“a :" 1 oe *% 4° ° 48 
24 48 1 783 113 57 163 
M =(- 7 Fh)L-+-F 32t-— — ?? ——t* + —— t%, 
~ ae 7S i 49" 50 8 16 | 
Unter Beriicksichtigung des Parabelansatzes (2,10) fiir die Magneti- 
sierung reduziert sich hier das Glewhuwngssystem (2, 4) auf 
3 7 1 3 7 
Co 1 + % Woo — Gos) + C, = + 5% Qn — Gs) = = 


(2, 18) 


Ld 2 
5 

















f 5 5 , 
co + 5 * @oo—Qu)| +e [az + 7% Crs— Ge] = 


mit 


Ml A 
Vor -_ —p'>M,, _ — 22 M,,. (2, ” 
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iver Hieraus errechnet man leicht 
hn der a M . 5 M 6M 
C , My, +5M,,—6M,, 
+ = —x2f- “0 =f = - (2, 20) 
c 
0 p 2 5 lv 
cat? (M,,+5M,,—6,, 
105 . 7 a) 


Nunmehr ist die auf die rdumliche Verteiiung der Magnetisierung ge- 
yriindete Darstellung (1,7) des Entmagnetisverungsfaktors explizit durch- 


, 14): zufiihren; wir wollen dabei zunachst, einer spaiteren Diskussionsbemerkung 





halber, die Magnetisierung ansetzen in der Form 


4 Cc : C ; 
J(y) =H. (1+ y+ 2y): 














“0 “0 
2, 15) In dem Fall dieses Paragraphen ist c, = 0 zu setzen. Aus (1, 7) folgt 
+1 ; 
: ¥; c C d 
NO =—rx|(l+2¥+2¥)5, 
J Co C, da y? | y? 
,, 16) —1 
Unter Benutzung der Definition (2, 2) der F’,, (x) und der Definition (2, 8) 
‘ der w,, () erhalt man: 
nal oe N 9 Ad | C, ? ‘ Cy all (2, 9 
6 (0) = — pm] Y O) + Hh, (0) + (0) | - 21) 
0 0 
Me :, 
— {% Ausgehend von (2, 12) berechnet man leicht 
” 2 
3 1h vO) = ———— 
rae Vi+p 
) 
| o | 1+p?+ 6 
85 | Y2 (0) = 2 in | +P — ————,, (1 + 2p’), 2, 22 
mn f°, : yi+ p?—1 yl+ p?" adhe, 
i aaaaide 
és l+p?+1 2 
37 ‘ y, (0) = —6p? In he & pie +- -(1+ 8p? + 6p‘). 
g Vi-+p?—1 Yl+p* | 
36 Kinsetzen dieser Ausdriicke in (2, 21) liefert nach Reihenentwicklung mit 
= Benutzung von (2,15) die aus der Magnetisierungsverteilung errechnete 
é Darstellung des Entmagnetisierungsfaktors : 
1eti- 
, 880 
N = 2p*x 16 2+430¢— 140 t® — “| — 2Int—3—4#+51t! — rl 
| Co c ee 
C5 9 9 > 46 
) 427 _osP int +14 22 — 424 + 208 1°). 2, 23) 
15) € 
Da die in diesem Paragraphen durchgefiihrte Rechnung gemaf} dem An- 
satz (2,3) fiir die Magnetisierung eine Naiherung im Muittel liefert, so ist 
” von der letzteren Formel, die sich auf die Koeffizienten c,/c¢y und ¢,/¢g der 
— Magnetisierungsverteilung stiitzt, em Vorzug zu erwarten gegeniiber jener 
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Darstellung, die nur den fiir die Stabmitte berechneten Wert cy der Magneii- 


>? 


slerung benutzt: 


— 
— 


N= ——-—.- (1, 5); (2, 24 





Da in dem hier betrachteten Falle ¢, = 0 zu setzen ist, so erfolgt dic 
numerische Berechnung der beiden soeben angegebenen Werte des Ent- 
magnetisierungsfaktors mit Hilfe der aus den zwei Gleichungen (2, 18) er- 
haltenen Koeffizienten. Setzt man den Wert fiir das Verhialtnis ¢,/¢y ein in 
die interessantere Formel (2, 23), so ergibt sich eine fiir die praktische Ver- 
wendung reichlich unhandliche Formel, aus der sich jedoch folgendes ersehen 
laBt. In dem Grenzfall unendlich groBer Suszeptibilitat, der z. B. bei hoeh:- 
permeablen Werkstoffen weitgehend realisiert ist, und eines sehr schlanken 
Stabes (t + 0) strebt 


und 


9 
N + 4p?a In — + 0. 
P 


Nun ist aber, wie bereits bekannt'), der Entmagnetisierungsfaktor des 


homogen magnetisierten, schlanken Ellipsoids 


9 

T ® cl ww 

Noy = 4p?a(in ——1). (2, 25) 

p 

Unsere Loésung ist also so, dab sich fiir x + oo, t + 0 der Entmagnetisierung:- 
faktor des Zylinders stetig anschlieBt an den des Ellipsoids. 

In dem anderen interessanten Grenzfall x +0, t + 0 findet man 
lim N = 2p?z (1+ 420% # Int). (2, 23’) 


*x—->o0 
t— 0 


Auch hier verschwindet der Entmagnetisierungsfaktor mit auf Null ab- 
nehmendem p. Fir x = 0, t +0 ergibt sich der Wert, den man bei Be- 
rechnung desjenigen Entmagnetisierungsfaktors erhalt, der zu einem nur 
von den Endbelegungen des Stabes herrithrenden entmagnetisierenden Feld 
gehort ; dieses letztere entmagnetisierende Feld hat nimlich, wenn man sich 
die Belegung in dem Schwerpunkt der Endflichen konzentriert denkt, den 
Betrag — 2 p* ad (0). 

3. Zahlenmdpige Ergebnisse. Fihrt man fiir verschiedene p und x die 
Lésung des Gleichungssystems (2,18) numerisch durch, sowie die Be- 








1) Vgl. z. B. L. Graetz, Handb. d. Elektr. u. d. Magn. 4, 151. Leipzig 1920 
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3) und (2, 24), so erhalt 


nan die in Tabelle 1 angegebenen Werte. Man ersieht aus ihr insbesondere, 


dali man nach der aut J (QO) = 


Cy gegrindeten Formel (2, 24) negative Ent- 


magnetisierungsfaktoren fiir kleine p und x erhalt, waihrend die aus der 


Magnetisierungsverteilung erhaltenen Zahlen physikalisch sinnvoll bleiben; 


dies Ergebnis legt ganz in dem Sinne der in dem vorigen Paragraphen an 


Formel (2, 28) und (2, 24) gekniipften Bemerkungen. Das physikalisch sinn- 


lose Ergebnis wurde ebenso erhalten, dafi von einer Funktion (nimlich der 


Magnetisierung), deren Verlauf nur wn MJittel bekannt ist, 


Wert (nimlich der fiir 2 - 


Tabelle 1. 


wicklungskoeffizienten der 


Die mit den Gewichten 1 — 
Magnetisierung und 
sierungsfaktoren. 


0) benutzt wurde. 


ein spezieller 


zr? und 1 — #* ermittelten Ent- 
die Entmagneti- 





f= 

“ 1000 
x 100 
i= 

x 1 


p 


100 
250 


/500 


50 


100 


a ee ee 


250 


1/500 


5,02 4 
22,073 
68,427 

222,27 
1107,8 
3842 


5,476 6 
21,675 
64,783 

188,13 
979.04 
898,72 


5,254 3 
18,637 
43,613 
77,194 

190,57 
101.86 


3,724 8 

7,085 5 

9,605 6 
10,142 
10,082 
10,029 


0,907 8 
1,002 4 
1,007 5 
1,003 7 
1,000 96 
1,000 30 


| 


— 0,663 0 
— 0,776 2 
— 0,827 5 
— 0,862 3 
— 0,891 1 
— 0,903 4 


— 0,662 5 
— 0,774 2 
— 0,821 3 
— 0,843 5 


| — 0,806 5 
| — 0,673 6 


| — 0,657 8 


— 0,757 O 
— 0,772 0 


| — 0,707 0 


— 0,438 3 
— 0,202 4 


| —0,6147 


— 0,618 7 


|— 0.481 4 
| — 0,270 0 


— 0,078 56 


| — 0,025 31 


— 0,371 3 
— 0,218 9 
— 0,101 0 


| — 0,037 73 
— 0,008 520 
— 0,002 577 


: 1 
N=— — — 
CoO 4% 


0,181 7 
0,045 30 
0,014 61 
0,004 499 
0,000 902 7 
0,000 260 3 


0,181 6 
0,045 14 
0,014 44 
0,004 316 
0,000 727 0 
0,000 1127 


0,180 3 
0,043 66 
0,012 93 
0,002 954 
— 0,000 057 
— 0,000 183 


0,168 5 

0,031 83 

0,004 106 
— 0,001 40 
— 0,060 816 
— 0,000 294 


0,101 6 
— 0,099 8 

— 0,007 443 
— 0,003 716 
— 0,000 961 
— 0,000 303 9 


Vv 


berechnet aus 
der Verteilung 


0,186 1 
0,047 66 
0,015 43 
0,004 744 
0,000 945 2 
0,000 270 7 


0,186 1 
0,047 57 
0,015 33 
0,004 654 
0,000 865 1 
0,000 208 2 


0,185 1 
0,046 73 
0,014 56 
0,004 003 
0,000 516 O 
0,000 O80 14 


0,177 1 
0,040 03 
0,010 03 
0,001 917 
0,000 175 0 
0,000 032 01 


0,131 5 
0,020 64 
0,004 O89 
0,000 808 3 
0,000 108 6 
0,000 025 83 


43 * 
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In Fig. 1 und 2 ist der Entmagnetisierungsfaktor graphisch dargeste 

als Funktion von 1/p baw. x. Die Ordinate ist dabei nicht der Wert d 
Entmagnetisierungsfaktors selbst: er wird hier angegeben in Einheiten d 
Wertes, der gemaib der Theorie bei x = 0 gilt: aufgetragen ist also N = 
N/2p* a. Der in Fig. 1 bei festem x auftretende Hichstwert von N/2 p?: 
der ibrigens micht einen Hoéchstwert von N selbst im Gefolge hat, han: 


zusammen mit einem entsprechenden Hoéchstwert von |c¢,|/¢g; die letzter: 





17 












































17 
10 
9g 
8 
7 
6 
5 
Z 
J 
I ie 8G 2 
7 7 
7) ‘80 80 100 200 300500 ov 20.30 W80 100 200 Ib 
. 2-—> 
Fig. 1. Der Entmagnetisierungsfaktor Fig. 2. Der Entmagnetisierungsfaktor als Funktion 
als Funktion des Dimensionsverhialt- der Suszeptibilitat fiir verschiedene Dimensions- 
nisses fiir verschiedene Suszeptibili- verhiltnisse. 
taten. 


Tatsache labt sich physikalisch so formulieren, dab es zu jedem ein geeignetes 
Dimensionsverhaltnis p gibt, dab der freie Magnetismus am meisten nach 
der Stabmitte zu legt. Man iiberzeugt sich leicht, dab N bei festem x mit 
fallendem p monoton abnimmt. Die von Neumann und Warmuth ge- 
fundene Gerade ist als Spezialfall in Fig. 1 enthalten. In Fig. 2 ist die 
Suszeptibilitat x als Abszisse aufgetragen; um den gesamten Bereich 
0<%=<= o in eine endliche Figur zu bekommen, wurde z projektiv trans- 
formiert in die Grébe 

1+ 0,1x 

1+ 0,01 x 


und die letztere logarithmisch aufgetragen. Man sieht, wie fiir p — 0 sich 


MN 


1] 


(1<2<10) 


die Kurven immer mehr dem konstanten Wert N/2 p?2 = 1 anschmiegen. 
Die in dieser Fig. 2 auftretenden Uberschneidungen treten tibrigens, wie 


schon aus Fig. 1 zu entnehmen ist, nicht mehr auf, wenn man _N selbst als 


Ordinate auftragt; im ibrigen nimmt der Entmagnetisierungsfaktor mit 


fallender Suszeptibilitat ab fiir jedes Dimensionsverhaltnis. 
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Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Versuch zeigt Tabelle 2, in 
er die von Shuddemagen und die von Wiirschmidt gemessenen Werte?) 
nyegeben sind; insbesondere ist die gute Ubereinstimmung beachtlich 
wischen den von uns fiir ~ = oo berechneten Zahlen und denen, die 
Wirsehmidt fiir unendlich grobe Suszeptibilitat versuchsmabig erlielt, 
dem er den Priifstab nach jeder Magnetisierungsstufe erschiitterte. Zum 
Vergleich sind in der genannten T'abelle noch die etwas héher liegenden 
Werte fir das Elhpsoid angegeben, die mit Hilfe von Formel (2, 25) be- 


rechnet werden kénnen. 


Tabelle 2. Vergleich zwischen Versuch und Theorie. 





p Nsh uddemagen NVsh uddemagen N Wiirschmidt Nperecinet Vgnipsoid 
= 0,32 em *=0,6—2,0cem | x= 90 fiir x= o 
liso Q,220 0,204 = 0,186 1 0),2549 
th. 00,0515 0,0467 0,0476 0,047 66 0,0587 
M50 0,0160 0,0144 0,0153 0.01543 —-0,0181 
1/500 0,0046 0,0042 ae 0,004 744 0,0054 


4. Hin mit anderen Gewichten arbeitendes Verfahren. Die mathematische 
Autgabe des vorliegenden Problems besteht darin, die mit Hilfe des Polynom- 
ansatzes (1,4) aus der Wiirschmidtschen Integralgleichung erhaltene 
lineare Relation (2, 1) méglichst gut anzunihern. In § 2 wurde diese Aufgabe 
velist mit Hilfe der Gewichtsfunktionen 1 — 2? und 1 — a*. Ein anderer 
Lésungsansatz kénnte davon ausgehen, die linke Seite von (2, 1) anschaulich 
zu deuten als eine veranderliche Kraftdichte, mit der ein in Richtung der 
x-Achse erstreckter Balken symmetrisch zu seiner Mitte belastet sei; diese 
Kraftdichte soll nun in Annéherung an (2, 1) moglichst gut zu Null gemacht 
werden. Dies kann man dadurch zu erreichen suchen, dab man die Resultante 
dieser Krattdichte zu Null macht und auBerdem noch einige threr auf die 
Mitte bezogenen Momente. Der demgema getroffene Ansatz 
rs 


n 
\are | Se, (a2? —xpaky, (x)] — x} dz=0 fir o = 0,1,2,..., 2 (4 1) 
- r=0 
fiihrt auf das lineare Gleichungssystem: 

” 6 

l xp a x 

= c{ 8 ee Myo, rr) 7. noes 4 (4, 2) 
Ramee 2v+2o0+ 1 2 . 2o+1 

Man kann den Ansatz (4, 1) auffassen als eine Mittelbildung mit den Ge- 
wichten 1, #?, 24, die jedoch die Stabenden mit starkem Gewicht belegen, 
obwohl fiir diese die Ausgangsintegralgleichung physikalisch ihren Sinn 


verliert. Indem man sich auf den Fall n = 2 beschrankt, labt sich dann mit 


1) Vel. z. B. J. Wiirschmidt, ZS. f. Phys. 19, 395, 1923. 
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Hilfe der Ergebnisse von §2 und dem Gleichungssystem (4, 2) der Ex - 
magnetisierungsfaktor sowohl aus der Magnetisierungsverteilung [F\ 
mel (2, 23)| als auch aus der Magnetisierung der Stabmitte [Formel (2, 2 
berechnen. Aus denselben Griinden wie oben ist hier von der auf die Magne 
slerungsverteilung gegriindeten Darstellung des Entmagnetisierungsfakto»s 
der bessere Wert fiir ihn zu erwarten. In der Tat liefert die Berechnung aus 
der Magnetisierung der Stabmitte (2,24) in dem Grenzfall x = oo, t +) 


den negativen und daher physikalisch sinnlosen Wert 


lim N = —40z# L?. 
t ns 


serechnet man nun aber den Entmagnetisierungstaktor aus der Verteilung., 

so ergeben sich fiir x = oo und verhiltnismabig grobes p zwar einigermaben 
brauchbare Werte, fiir x < 100 bei kleinem p jedoch wieder negative, dic 
begleitet sind von positiven Werten von ¢,; dal ein positiver Betrag von c¢, 
zu negativem N fiihren kann, ist ohne weiteres aus dem Bau von For- 
mel (2,23) ersichtlich, da dort das Glied ¢,/¢9-2 Int den Hauptbeitrag 
liefert. Kin positives ¢, bedeutet anschaulich, dab die Magnetisierung von 
der Stabmitte aus zuniichst anwachst (!), um dann erst spater zu fallen: 
es ist einleuchtend, dab eine derartig schlechte Anniherung an die wirkliche 
Magnetisierungsverteilung nicht zu eimem richtigen Entmagnetisierungs- 
faktor fiihrt. 

Der Grund, dali die soeben betrachtete Naherungsmethode versagt, 
diirfte darin legen, dal der Ansatz (4, 1) die in der Wiirschmidtschen 
Integralgleichung nur unvollstindig beriicksichtigten Endbelegungen des 
Stabes mit zu grobem Gewicht versieht. 

5. Zusammenfassung. Es wird der Entmagnetisierungsfaktor zylindri- 
scher Stibe berechnet nach einer Methode, die gegeniiber der Wiirschmidt- 
schen Theorie erheblich vereinfacht ist, wenn auch der Ausgangspunkt der 
fechnung gleichbleibt. Um Werte zu erhalten, die mit den versuchsmabig 
bestimmten fiir praktische Bediirfnisse ausreichend in Ubereinstimmung 
stehen, geniigt bereits die Lésung eines Systems von nur zwei linearen 
Gleichungen. Die Abhangigkeit des Entmagnetisierungsfaktors von dem 
Dimensionsverhaltnis und der Suszeptibilitat wird in Form eimer Tabelle 
angegeben, die leicht zu graphischer Interpolation verwendet werden kann. 
Es ist scharf zu unterscheiden zwischen der Berechnung des Entmagneti- 
sierungsfaktors aus der Magnetisierung der Stabmitte und aus der Magneti- 


slerungsverteilung:; der letzteren Art ist der Vorzug einzuriumen, da die 


vorliegende Theorie eine Anniherung der Magnetisierung im Mittel liefert. 
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Untersuchungen von Koronaentladungen 
mit der Nebelkammer. 


Von H,. Kroemer in Aachen. 


Mit 7 Abbildungen. (Kingegangen am 11. Mai 1935.) 


An Hand von Nebelaufnahmen mit der Wilson-Kammer wird gezeigt, daf sich 

KXoronaentladungen bei etwa 10~®sec aus einzelnen gleichzeitig entstehenden 

KXaniilen, die je nach der Polaritit verschiedenartigen Verlauf haben, aufbauen. 
Vorhandensein von Raumladung in den Kanilen wird nachgewiesen'). 


In einer fritheren Arbeit des Verfassers?) ist gezeigt worden, dab man 
bei Untersuchung elektrischer Entladungen in der Wilsonschen Nebel- 
kammer kanalartig verlaufende Entladungsbahnen sichtbar machen kann, 
die ein raumliches Gegenstiick zu den bekannten Lichtenbergschen 
Figuren darstellen. 

Diese aussichtsreiche Methode zum Studium von Vorentladungen ist 
in letzter Zeit auch in verschiedenen anderen Verdffentlichungen’) — be- 
handelt worden. An dieser Stelle soll kurz iiber meine weiteren Resultate 
berichtet werden. 

Die Versuchsmethode zur Erfassung von lonisationsvorgingen wahrend 
der Aufbauzeit der Entladung besteht im wesentlichen darin, emen kurz- 
zeitigen Spannungsstob im richtigen Augenblick auf Elektroden innerhalb 
der Wilson-Kammer zu schalten und dann fiir intensive Belichtung der auf- 
tretenden Nebelspur fiir die photographische Aufnahme zu sorgen. Da die 
bet solehen Vorentladungsprozessen entstehenden Nebelspuren von Ioni- 
sationskandilen mitunter ein sehr verzweigtes raumliches Gebilde darstellen, 
kénnen sie naturgemaif nur durch raumliche Betrachtung voll ausgewertet 
werden. Durch Herstellung von Stereoaufnahmen ist es gelungen, solche 
vielfach verzweigten und veriastelten Kandale in ihrem raumlichen Verlaut 


vut zu erfassen. 


!) rweiterter Bericht iiber einen Vortrag des Verfassers am 26. Januar 1935 
auf einer Gautagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft und der Deutschen 
Gesellschaft fiir techn. Physik in Diisseldorf. Die Fig. 2, 3, 5 und 6 wurden bei 
diesem Vortrag vorgeliihrt; Aufnahmen von der Art der Fig. 2 und 3 sind am 
25. September 1934, erste Nebelaufnahmen von EKntladungen bereits am 22. Fe- 
bruar 1934 der Deutschen Notgemeinschaft vorgelegt worden. — *)H. Kroemer, 
Arch. f. Elektrot. 28. 703, 1934. — 3) U. Nakaja u. F. Jamasaki, Nature 134, 
496, 19384; C.D. Bradley u. L.B. Snoddy, Phys. Rev. 47, 541, 1935; 
H. Raether, ZS. f. Phys. 94. 567, 1935. 
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Fig. 1 bringt eine Nebelspur vom Vorprozeb einer positiven Entladung! 
die iberhaupt fir Entladungsformen positiver Art an Spitzen typisch is 


Bei negativer Spannung erhalt man bei dieser Elektrodentorm einige diffus 





Fig. 1. Nebelspur von positivem Spannungs- Fig. 2. Nebelaufnahme von positiver 
stols an halbkugeliger Elektrode von 2,8 mm Entladung an Draht von 0,1 mm Durch- 
Durehmesser. Kugelfirmige Kathode (links) messer. U=115 kV, T= 2-10-* sec. 
geerdet. Stobspannung (’ = 16kV. Stofbdauer 


T = 6-105 sec. 


kurze Kanale. Fig. 2 zeigt Entladungskanile von positivem Draht von 
0.1 mm Durehmesser. Die Kanale, bei anderen Aufnahmen teilweise ver- 
zweigt, sind nach einem geerdeten Belag an der Deckplatte der Kammer 
und nach dem geerdeten Kolben gerichtet. 
Die nebenstehende Fig. 3 gibt Spuren 
wieder, wie.man sie bel negativen Stobi- 
spannungen von LO~® see erhalt. 


Ks fragt sich nun, wie man die Nebel- 





spuren zu deuten hat. Bekanntlich tritt 


‘ig. 3. Spuren v »wativer Ent- . . ~s : ; 
Fig. 3. Spuren von negativer Ent die Nebelbildung durch Kondensation von 
ladung an Draht. 20 kV, ‘ 

T = 2-10-* see. ibersattigtem Wasserdampf an sogenannten 


Kondensationskeimen, z. B. Staubteilehen, 
fonen, chemisch wirksamen Kernen ein?). Die nachstliegende Annahme 
bei der Beurteilung der Spuren ist nun die, Ionen, die ja beim Stobprozels 
im Entladungskanal entstehen, als Ursache der Kondensation anzusprechen. 
Aus den folgenden Griinden ist aber mer Vorsicht geboten. Seit den 
Untersuchungen von Wilson?) wei man, dali Kondensation an normalen 
lonen nur bei Expansionsverhaltnissen gréBer als 1,25 auftritt. Nun hat 
es sich gezeigt, dali man schon bei sehr kleimen Expansionen, unter Uim- 


stinden unter dem Expansionsgrad von 1,1, Nebelfiguren von [nt- 


!) Simtliche Aufnahmen im natiirlichen Mabstab. — 7) Zusammentfassen- 
den Bericht siehe K. Przibram,. Jahrb. d. Radioaktiv. u. Elektronik 8, 285. 
1911. 3) CT. R. Wilson, Phil. Trans. Roy. Soc. (A) 192, 403, 1899. 
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iddungen erhalten kann. VergréBerung der Expansion wirkt sich dahin 
us, dali aus den Bahnen mehr Einzelheiten hervortreten und dah ein 
veiterer Bereich wn die Elektroden erfabt wird. Die veréffentlichten 
Nebelbahnen sind bei Expansionsgraden von 1,25 (mit Ausnahme von 
fig. 1 mit einem Expansionsverhaltnis von 1,31) aufgenommen. 

Um festzustellen, ob die Wassertrépfchen tatsiachlich an geladenen 
'rigern kondensieren, wurden Ablenkversuche an den Nebelspuren in 
elektrischen Feldern angestellt. Es stellte sich heraus, dab man eine Beein- 
‘lussung erhalt, wenn man ein Ablenkfeld so spat anlegt, dal die eigentliche 
Stobspannung bereits abgeklungen ist, und andererseits so friih, dab noch 
kee Kondensation auftreten kann. Die Ablenkversuche, iiber die an 
anderer Stelle ausfiihrlicher berichtet wird!), lassen auf das Vorhandensein 
positiver Raumladung schlieben. 

Kin noch schonerer Beweis fiir die Existenz von Raumladung konnte 
durch Versuche nut kurzdauernden WechselspannungsstOben  erbracht 


werden. Fig. 4 zeigt eine Stereoaufnahme, die durch Kinwirken eines ge- 





Fig. 4. Stereoaufnahme von einer Elektrodenanordnung wie in Fig. 2 und 3. Stofspannung 
negativ (UU 4,5kV, T 10-6 see) mit anschliefenden hochfrequenten Schwingungen um 
die Spannungs-Nullinie. 


dimpften Schwingungszuges von einigen 10% Hertz mit anfangs und haupt- 
siichlich negativer Amplitude erhalten wurde. Man beriicksichtige, dali bei 
reinem Gleichspannungsstoh gleicher Amplitude und Dauer Figuren wie 
Fie. 2 und 8 entstehen. Die Stereoaufnahme zeigt: vom Ende der loni- 
slerungskandle, die zuerst durch den negativen Sto entstehen, wachsen 
bei der Umpolung baw. unter dem Einflub der hochfrequenten Schwingung 
neue Kanile in den Raum vor. Es ist hier ein direkter Beweis fiir das 
Vorhandensein von Raumladung zu erblicken. 

Man mul} annehmen,. dab bei der Entstehung der zu beobachtenden 
Spuren sekundiare Prozesse, z. B. Dissoziation von Molekiilen, Bildung von 
Stickstoffverbindungen usw. mit eine Rolle spielen. Bei gréBerer Expansion 
werden dann auch Jonen unmittelbar Veranlassung zu Trépfehenbildung 


veben, wihrend wahrscheinlich bei kleinerem Expansionsgrad nur grobere 


1) Erscheint demniichst im Arch. f. Elektrotechn. 
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fonenkomplexe, die bekanntlich bei Spitzenstrémen auftreten!), neb 
bildend wirken. 

Fig. 5 bringt Lawinenkanale an einer Drahtelektrode in Stickstoff | 
kurzzeitigem WechselspannungsstoB (Spannung hauptsichlich negatiy 


Die Analogie zu der positiven Lichtenbergschen Figur ist hier besond 





Fig. 5. Aufnahme von Lawinenkanilen in Fig.6. Liehtenbergsche Figur von 
Stickstoff mit Spannungskurve gleicher Form positiver Spitze. U = 14,5 kV. 
und Héhe wie in Fig. 4. Spannungsverlauf thnlich dem bei 


Fig. 4 und 5. 


bemerkenswert. Zum Vergleich zeigt Fig. 6 eine solche Licht enbergsche 
Figur von einem Spannungsstobh gleicher Form und Hohe mit itberwiegend 
positiver Spitze aut photographischer Platte. 

In Fig. 7 wird eine riumliche Aufnahme wiedergegeben, die die Bildung 


von Entladungskanilen zwischen zwei ausgespannten Drihten in ihrer 


- any a 





Fig. 7. Stereoaufnahme einer Lawinenbildung bei der Anordnung Draht-Draht. Drahtdurch- 
messer: 0.1 mm. Abstand der Drihte: 11 mm. Oberer Draht positiv. U=11kV, T= 10-®sec. 


riumlichen Entwicklung besonders eindringlich vor Augen fiibrt. Die Kanale 
werden offenbar von dem oberen positiven Draht aus in den Raum vor- 
vetrieben, verzweigen sich teilweise unterwegs und laufen bei der Kathode 
wieder zusammen. Die charakteristischen kurzen, geraden [ntladungs- 
formen des negativen Drahtes (siehe Fig. 3) erscheinen wieder an der unteren 
Blektrode. Ob die Lawinenkanale etwa von beiden Elektroden aus gleichzeitiz 


sich entgegenwachsen, soll hier durch weitere Versuche geklirt werden. 


1) J.S. Townsend, Handb. d. Radiologie I, S. 113. 
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Untersucht wurde noch, wie sich die Obertlichenbeschaffenheit der 
drahtférmigen Elektrode auf GréBe und Verlauf der Ionisierungskanile 
wuswirkt. Die bisher gezeigten Figuren sind an blanken Elektroden ent- 
standen. Es zeigte sich, dab bei negativem Draht Zahl und Ausdehnung 
der Kanale zuriickgehen, wenn der Draht stark oxydiert ist. Bei positivem 
Draht ist kein auffalliger Unterschied im Aussehen der Kanale festzustellen. 
Die Fortfiihrung dieser Versuche verspricht neue Beitrage zur Theorie des 
Geigerschen Zahlrohres zu liefern. 

Neue Versuche mit noch kiirzerer StoBdauer von der Grébenordnung 
einiger 10-7 see brachten Entladungsfiguren von dlnlichem Verlauf wie 
die hier mitgeteilten. In diesen kurzen Zeiten bewegen sich die positiven 
Jonen nicht merklich von der Stelle). Die Kanale kénnen also nur durch 
StoBionisation von Elektronen entstanden sein. Ohne Beriicksichtigung 
der Raumladung lag die Feldstarke an der Oberflaiche des Drahtes in der 
GréBenordnung von einigen 10° V/em, lag aber schon in 1 mm Abstand 
unter dem kritischen Wert von 3-104 V/em. Mithin ist die Entstehung der 
verschiedenartigen positiven und negativen Entladungskanale &hnlich 
wie bei Lichtenbergschen Figuren nur durch Zusammenwirken der posi- 
tiven Raumladung und unterschiedliches Verhalten der Elektronen im 
inhomogenen Feld zu verstehen?). 

Was in der Nebelkammer bisher beobachtet wurde, sind bestimmt 
Jonisierungsbahnen, die bereits von mehreren Elektronenlawinen durch- 
laufen sind. Um aber wirklich neue Erkenntnisse fiir die Theorie der Ent- 
ladung beizubringen, mite der Lawinenkanal des einzelnen Elektrons 
erfaBt und auf diesem Wege an das Problem der positiven Jonisierung 
herangetreten werden. Bisher ist diese Aufgabe noch bei keiner der bekannt- 
gewordenen Arbeiten gelést, doch ist zu hoffen, dafi dies durch Arbeiten 


bei kleinen Drucken noch gelingt. 


Herrn Prof. Dr.-Ing. Rogowski danke ich fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit und ihre Férderung. Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissen- 
schaft bin ich fiir die Unterstiitzung zu Dank verpflichtet. 


') W. Rogowski, Arch. f. Elektrotechn. 16, 496, 1926. — #) M. Toepler, 
Phys. ZS. 8, 743, 1907; E. Marx, Arch. f. Elektrotechn. 24, 61, 1930. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 44 
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Streuung harter Strahlung durch gebundene Elektronen. 
Von Walter Franz in Miinchen. 
Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 8. Mai 1935.) 


Kin vom Verfasser in einer friiheren Arbeit!) angedeutetes Verfahren zur 13 

rechnung der Streuung fiir hy > aE, wird durchgefiihrt. Dabei werden die iy 
dieser Arbeit gegen eine Streuformel von Casimir?) erhobenen Einwinde zui, 
Teil bestatigt, jedoch zeigt sich die Richtigkeit des Casimirschen logarithmische), 
Gliedes. Die Anwendung der Streuformel auf Elektronen beliebiger Atom 
zeigt, daB auch fiir schwerste Atome und hirteste Strahlung die Glieder in «” 
das logarithmische tiberwiegen. Der Streustrahlungskoeffizient wird stets 
kleiner als der nach Klein-Nishina berechnete. Die Abweichungen betragen 

bis 1,5%,. 


§ 1. Dre allgemeine Streuformel. 

Wir gehen aus von der Diracschen Gleichung fiir ein Elektron in der 
Gestalt ‘ua Vy E 
(mV +568) +% (i555 tae) taal Y= ”) 
Hierin bedeutet y den ,, Vektor“ (y,, Ya, 3), V7 den Vektor ( Pee ), 

02,’ 02,’ 02, 





l/e- V ist das skalare und %& das Vektorpotential. 
Wir wenden die Gleichung an auf ein Elektron, welches durch das 
Potential V gebunden und dem EinfluB einer.linear polarisierten Lichtwelle 


vom Vektorpotential 


(et) (er) 
a ae oor | 2) 
unterworfen ist. Die Dirac-Gleichung lautet dann: 
| ake Se ) a 
' Vv) 4 ning +g “hel ® 
e (er) (er) 
oe. )\e aniv(t— Tiare ) (3) 
he “ 


Die linke Seite von (3) nennen wir die ungestérte Gleichung, wahrend wir 
in bekannter Weise die rechte Seite als Stérung behandeln. 


Die stationaren Lésungen der ungestérten Gleichung seien 


a 
Yn = U,°e . 


') W. Franz, ZS. f. Phys. 90, 623, 1934, §4e. — *) H. Casimir, Helv. 
Phys. Acta 6, 287, 1933. 
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u, genigt der zeitfreien Dirac-Gleichung 


E,—V th 


ly nal 4 Bl, <0 n 


Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (4) erhalt man in bekannter Weise fir 
E _ E n 

h b 
welche dem Ubergang vom Anfangszustand a nach dem Endzustand n 


das Vektorpotential der Streustrahlung von der Frequenz v’ = » + 


entspricht?): 


2 e” -aniv'(t - “) 
Yan’ N ni e 





a 
(e’t) .. (et) 
— . “7 py! => — . 27 ee a 
| %, iy uy +e _ ( . ae [ay (ipa) ue ¢ dt 
E,—Ey+hy 
>> . (et) -.y (e't) () 
N _ . 9 amily — a eas —3aiv — 
| %, (iy a) uy +e dt Uyiy ty: ¢ ¢ dt 
es Se ss “es 








N ist die allen Kigenfunktionen gemeinsame Norm N =| uy,udrt, 
e der Einheitsvektor in der Richtung der Streustrahlung. 


§ 2. Summation tiber die Zwischenzustinde. 


Fir Diracsche Eigenfunktionen gilt 
Sf f-uvdr-faygdt = N- | fy,gdt, (6) 
N 


worin f und g beliebige nach Dirac-Kigenfunktionen entwickelbare Funk- 
tionen der Koordinaten sind”). Formel (5) ist beinahe von derselben Gestalt 
wie die linke Seite der Beziehung (6); einzig die von N abhangigen Energie- 
nenner machen Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten lassen sich fiir 
hinreichend harte Primarstrahlung auf einem vom Verfasser a. a. O., § 4e 
angedeuteten Wege beseitigen®). Wenn namlich die einfallende Strahlung 
sehr hart ist, dann liefern nur soleche Zwischenzustande N und Endzustande n 
einen Beitrag zur Streuung, deren Energie sehr groB (namlich von der 
GréSenordnung hy) ist. Fir grofe Energien verhalten sich aber die Wellen- 


*) In meiner friiheren Arbeit (a.a.O., §3) ist diese Formel mit einem 
Vorzeichenfehler im zweiten Nenner wiedergegeben. — ”) Uber Bezeichnungen 
und Herleitung der Formel (Vollstindigkeitsrelation) siehe W.Franz, a. a. O., 
S§ 1, 2, 4e. — %) Fiir die Anregung, dieses Programm wirklich durchzufiihren, 
mochte ich Herrn Prof. W. Pauli herzlich danken. 


44* 
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funktionen des Elektrons wie ebene Wellen mit langsam veranderlich, 
Wellenlange und Frontrichtung. D.h. bis auf einen langsam verind 


lichen Faktor wird 
; 
—— ( Pryt) 


— 


, 
a 

u pn Pn® Uu 

; iN —— 


Un = 6 
mut 


2p? = (E,—V)—Ei; ph = (Ey —VP—ER. (7 


Durch (7) ist py, py nur der GréBe, nicht aber der Richtung nach bestimmt. 
Jedoch ist zur Durchfihrung der folgenden Rechnungen die Kenntnis 
dieser Richtung nicht erforderlich. 

Zu dem Integral 


sf 
— 22iv’ — 


[ Mipuy-e e dt 
liefern nur solche Stellen einen Beitrag, fir welche der ,,Impulssatz* 


hv’ 


ya e = 0 (8) 


erfiillt ist; der Beitrag aller anderen Stellen wird durch Interferenz ver- 
nichtet. Wir kénnen mit Hilfe von (7) und (8) diejenige Energie Hy be- 
rechnen, welche an einem bestimmten Ort den Hauptbeitrag zu den: Integra! 
hefert : 

(Ey — V)? = E? + (ep, + hv’-e’)?. (9) 
Mittels dieser Beziehung gelingt uns die Elimination des Index N aus dem 


~ 
r 


ersten Summanden von (5): 








mm ¢ 
o> " " 2711 — 
Uy, TY UN e ¢ dt 
e E, — En -+- h V 
er 4 , . E 
ar —2niv'' _ (E, — J + hv) + (Hy — V) 
= | uU,1yUy-e C4 —— - 59° dT. (10) 
; (EH, —V +hv)? — (Ey — V) 
Aus der zeitfreien Wellengleichung (4) folgt: 
(Ey — V) uy = y,-(E, + he(y, W)) uy- (11) 
Wir setzen (11) und (9) in (10) ein und erhalten 
e'T 
acon laa —22iv' —dt 
Un iy Un ( 
| E,. — Ey + h Vv 


= 9 rivy &2 
° Un iy UN - e 7 ps 4 —»> 
~ | (E,-V+hv)?—Ej—(ep chore (BerI +h) +y,- (Hythe (y¥7))) uy dr. 
. “a , ~ —<o- n ' , 














lich 
nd 


innit, 


ntnis 


(6) 
ver- 
. be- 


207A | 


(9) 


dem 


(10 


(11) 


y dt. 
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in ganz gleicher Weise beseitigen wir den Index N aus dem Nenner des 


weiten Summanden; das Ergebnis ist: 


(eT) 
a ° 2 ai¥—— 
Wy, (uy a) Uy -e c dt 
E, —Ey—hy 
.. (et) 
* — (i 5 Et = 
uy, (ty a)-e sade 
——— PS ee (Eh —| —h V)+%,° EB 4 he(ws ju d 
’ y © a] ¢ \ 4 y J} ’ IN -. 
| (EV —ho*? Ei (ep, hve? \ )+y,°(E, 7)) 


Indem wir jetzt noch die Differentiationen durch partielle Integration 
nach links abwalzen, bringen wir (5) auf die Gestalt der linken Seite von (6). 
Wir kénnen die Summation nach N daher ausfiihren. Das Ergebnis ist: 














A R 
Won’ s = z Ye at: (:  @ ) 

= sew te _ a xtve” 
‘ “y-¢ " (Ex—-V+hv)y,+E heyy) (iva) -e + tla a 
; (E,-V+hv)?—E; —(ep,+hr’ e’)? 

ost? (et) 

“Tin(iva)-e | © ((Ey—V—hv)y,+E,—helyG))iy-e © +My " 
) (E,,- V-hv)?—E; —(ep, —hve)? 





Die Difterentiationen wurden nach Ausfiihrung der Summation wieder 
nach rechts abgewalzt. 
Mit der Abschaitzung des Fehlers, den wir bei unserer Umformung 


begangen haben, wollen wir uns in § 4 beschaftigen. 


§ 3. Summation iiber die Endzustande. 


Die gesamte Intensitaét der Streustrahlung ist gegeben durch: 


J a’ > 178... €)P 
7" eG (14) 


Die Summation ist iiber diejenigen Endzustainde zu erstrecken, fiir welche 
0< v’/y< 1; denn »’/y < 0 ist durch die Energiebilanz und »’/y > 1 (im 
wesentlichen die Zusténde negativer Energie) durch das Pauli-Prinzip 
ausgeschlossen. 

Wir wollen jetzt ahnlich wie im letzten Paragraphen den Summanden 
so umformen, dab wir die Summation mit Hilfe der Formel (6) ausfiihren 
kénnen. Zu diesem Zwecke nehmen wir eine Fourier-Hntwicklung des 
Anfangszustandes vor: 

+p, 2 
eh 
%. = | a(p)- POR dp. (15) 


(12a) 


(18) 
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Fiir [%,,,e'] erhalten wir nach einer kleinen Vereinfachung, welche n 
Hilfe der zeitfreien Dirac-Gleichung vorgenommen ist: 
2 a R\s e i hv hy’ 
e 2 aiv'(t—— Z — (p+ — e— —e’ 
Wee: e’|-N — rR‘ ( ap | driv, -f-a(p) -e? . é ( 
* . 


mit 
hv(y, — $(¢ y)): (vya) + 2e(pa) 
E, wae’ V + h y)* is E} — (CD, e h y e’)? 
hy (y, — ile’ y)) [iy, e’] + 2e[p, e’] 
+ 67 = —3 2? _ F2 (ce 2 
(Eg —V — hv’)? — Ej — (ep, — hve) 


f= [ty e’] 


/ 


** . —* . . rr v ** ° = 
Wir merken an, dab diese Definition von f nur fir 0 << — <1 Giiltigkeit 
=;,= 


besitzt. 

Um die Summation ausfiihren zu kénnen, miissen wir sowohl f wie den 
Exponentialfaktor in (16) vom Index n befreien. In dem langsam ver- 
anderlichen / gelingt uns dies mit Hilfe des Impulssatzes: nur solche Stellen 


liefern einen Beitrag, an welchen 
9+ —e— e’. (17) 


Daher diirfen wir in f die Grébe p, nach (17) ersetzen. 

Nun tritt aber der Index n auch in dem Exponentialfaktor auf, weil 
hv’ =hvy+ E,—E, ist. Da der Exponentialfaktor rasch veranderlich 
ist, diirfen wir die Gleichung (17) nicht auf ihn anwenden. Wir fiihren 
deshalb die neue Integrationsvariable | 


hy hv’ 
Rm — haan Ot eet idee 18) 
dt p+ —* “ie, ( 


statt p ein. Die Funktionaldeterminante dieser Transformation ist 

' hy’ E 
ea te : «te 7- (19) 
Op Oc(pe’) Oc(pe’) 
Fiir stationare Zustande (gebundenes Elektron) ist 4 = 1. Der Ausdruck 
y as Oa ; 2 | : 
—- , ie a(p) l48t sich auf Grund von (17) als Funktion von $ und J, 
v 
unabhangig von n, darstellen. 

Die Intensitatsformel lautet jetzt: 


a =| 





J . e* 
: Alles ~ @? R 
ffer| 4p); Pa hae | 4) B04) on 
= \\am \97 A f Une y | ase Jatt A . y| (20) 
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Die Summation ist hierin, wie schon bemerkt, nicht tber alle Eigenfunk- 
onen n zu erstrecken, sondern iiber die Funktionen, fiir welche 0< v’/y< 1; 
vir fagen der Definition (16) von f, welche fir 0< v’/y< 1 gilt, hinzu: 


,/ 


und dehnen entsprechend unsere Summe auf die Eigenfunktionen mit 
y y <0 aus. 

Um Formel (6) anwenden zu kénnen, miiSten wir auch iiber die Gebiete 
yy >1 summieren. Es ist aber nicht méglich, hierbei analog wie fiir die 
Gebiete vv <0 zu verfahren. Eme Zweideutigkeit in der Umkehrung 
der Transformation $B (p) [gegeben durch (17) und (18)] zwingt uns, die 
Zustande negativer Energie von der Summation auszuschlieben. 

Die Summation iiber die positiven Energien allein gelingt uns, wenn 
wir beachten, dab die E, sehr grol und daher die u,, nahezu ebene Wellen 
sind. Im Falle ebener Wellen (freier Elektronen) kénnen wir die Gesamtheit 
der Eigenfunktionen zu je vieren zusammentassen, die gleichen Impuls, 
aber verschiedenes Vorzeichen von Spin und Energie besitzen. Bei unserem 
gebundenen Elektron ist diese Zuordnung nicht exakt in gleicher Weise 
méglch, da der Impuls fiir positive und negative Energien nach (7) in 
verschiedener Weise vom Ort abhingt. Um die Summation bequem aus- 
fiihren zu kénnen, behandeln wir trotzdem die u, in diesem Punkt wie ebene 
Wellen; der Fehler, den wir damit machen, ist von derselben Gréfenordnung 
wie die ibrigen Fehler unserer Summationsverfahren (siehe § 4). Er ver- 
schwindet im Grenzfall schwacher Bindung wie auch im Grenzfall harter 
Primarstrahlung. Wir nehmen also an, daf es von den u, je vier gibt, die 
bis auf einen gemeinsamen (ortsabhangigen) Faktor lauten: 


—_ 


Eo + Epa: Yq— te (Pp, y)| (1 + 17) (1 + Y4) 


: i ¥ Energie > 0 
Ey + Epa: ¥4— te (Pus Y)} WV1¥3 (1 + i172) (1+ ya) | 


| (22) 
Eo — Epnyy— 1¢ (Pn ¥){ 11 (1 + tyy79) (1 + 4) 


dl 4 : Energie < 0 
(Eo — Eonvg— te (Pn )j ¥3(L+ ive) ty) | 











Ep, ist hierin die Abkirzung fir + YE? + ¢ p;. Das Adjungierte zu diesen 
Funktionen erhalt man, indem man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht 
und den Gréfen 1, 71, Yo, Yg das entgegengesetzte Vorzeichen gibt. 


Wir greifen je eine Ortsstelle aus dem ersten und aus dem zweiten 
Integral von (20) heraus, die wir durch den oberen Index 1 und 2 kenn- 
zeichnen. Nach (22) erhalten wir bei Summation iiber die positiven baw. die 
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negativen Energien folgende Beitrige (abgesehen von unwesentlich 


gemeinsamen Faktoren): 


—(1) (2) i Al 1) (2) (2) 
wu ~ |E, + Ey, Y,—re( .»Y)) (l+~¥,) {H, + Ep 1 Ya te(p, sY)| | _ 
_ ( (1) . ){ r ( & 
bzw. — pl is y)! (l—y,) {H, - E;” -y,—i¢(p.’,y)| 
Summation tiber alle vier Kigenfunktionen ergibe statt dessen 
9 (Aa Aw ' (1) yy) (2) : (2), 6 
2y,°{H, + By + ve(p >); \E, + Ey, —te(p.,7)}- (24) 
Wie Formel (6) zeigt, bleiben nach Durchfiihrung der Summation iiber » 
nur soleche Glieder von (24) stehen, welche mit y, behaftet sind. Wi 
kénnen daher statt (24) auch setzen 
‘ (/D ~(1) (2) (1) 1 (2), OA. 
2y,° (Ey + Ep) (Ey + Ey) +e (pp. )}- (24a) 
Der Beitrag der positiven Energien allein verhalt sich demnach zum Beitray 
aller Energien wie /*:y, mit 
(1) ~~ (2) __ (2) 
as — tens y)} (1 +7) (Ey + Ep, ve (P, YI 
f= > (1) (2) (1) Q)\ —* (25) 
(Ey + EQ) (Ey + BP) + 2 (»®, p®)} 


Wenn wir auf der rechten Seite von Formel (6) fy,g durch f 1g ersetzen, 
dann kénnen wir sie zur Auswertung von (20) verwenden. Wir erhalten: 


y’\) / py 
am Jews) a) 
a) BBD 


1), (2)_ P oF 
= B. L’-f A® (26) 





J e 
7% ai am \ F ne | 


0 


a 


Der Integrand ist Funktion von B,, $B, und r; alle anderen GréBen sind mit 
Hilfe von (7), (17) und (18) durch diese ausgedriickt; insbesondere ist 


y® . a = §,, (a) _ P.. 


§ 4. Abschdtzung der Fehler des Verfahrens. 

Die Fehler, welche wir durch die Anwendung der Impulssatze begangen 
haben, sind von derselben GréBenordnung wie die relative Anderung der 
Wellenlangen von Zwischen- und Endzustainden auf Strecken von der 
GréBe einer Wellenlinge. Diese Anderung ist gleich grad A; unter Benutzung 


von (7) schreiben wir dafiir: 


he 
VE— vy? — 
he 





Relativer Fehler F ~ grad 


- grad V 








V(E — Vv)? — B}° 








lich: 


Wi 


(24a) 


itray 


(25) 


Zen, 
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(26) 
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Wir setzen voraus, dal hy mindestens einige Male so groB ist als Hy. Dann 
sind auch die Energien derjenigen Endzustande, welche einen wesentlichen 
Beitrag zur Streuung liefern, von der Grébenordnung Hy. Wenn wir noch 
fir V das Potential eines Z-fach geladenen Kerns einsetzen, erhalten wir als 


Absehitzung fiir die GréBenordnung von F: 


Pr he Zé bl “aZ she 98 
~ (h vs 7? (hv) >) = 


Um die Abschaitzung weiterzufiibren, miissen wir die kleinsten r feststellen, 
welche einen betrachtlichen Beitrag liefern. Zu diesem Zweck betrachten 


wir (26); der Integrand ist (abgesehen von dem hierfiir unwesentlichen J”) 


, 
das Absolutquadrat eines Wellenpakets | (33) - ean * ds. Der Impuls- 
bereich dieses Wellenpakets hat in den beiden Richtungen senkrecht zu e’ 
die lineare Ausdehnung A$ (= Ap) = E,/c. [Fir cp >> Ey verschwindet 
nimlich a(p) mit emer hoheren Potenz von « Hp/ep.| Die réumliche Un- 
schirfe ist nach der Unscharferelation mindestens ~ he/Ey. Von derselben 
GréBbe sind daher auch die kleinsten Radien, die zur Streustrahlung bei- 
tragen koénnen. (Die kleineren Radien scheiden aus wegen der Kleinheit 


des Volumenelements.) Dies ergibt 





F < (aZ).- (“0 ’ 99 
S (#4) h 4 (29) 


Von derselben Gr6éfe ist auch der Fehler bei der Bestimmung des Zahlers 
von J’. Der bei der Bestimmung des Nenners begangene Fehler ist wohl 
auch von dieser Grébe: auf jeden Fall ist er klein von der Ordnung 
V E, be Y . ° Mae a 
—<aZ-—*; die Streuformel (26) gilt daher fiir hy > (aZ) - Ep. 
i hy 

Wenn hodhere Potenzen von «Z [(«Z)® usw.] gegen 1 vernachlissigt 
werden, ist sogar hy > (« Z)*? Ky = Bindungsenergie hinreichend, weil 
dann die Impulsunschirfe A = (« Z) Ep/e wird, sofern nicht hy > Ep. 


§ 5. Fourver-Integration. 

Die Gestalt der Formel (26) fordert zu einer Fourier- Integration heraus. 
Stérend ist dabei aber, dab a und f nicht nur von $;, sondern auch von V, 
also von den Raumkoordinaten abhangen. Immerhin hangt der Integrand 
nur sehr schwach von V ab; man kann daher die Abhangigkeit dadurch 
beriicksichtigen, dai man fiir V einen geeigneten Mittelwert emfihrt. Wir 
denken uns dies vorgenommen (mit der Wahl des Mittelwertes setzen wir 


uns spiter auseinander) und fiihren dann die Fourier-Integration aus, 
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wodurch die Integrationen tiber dt und dB, in Fortfall kommen. Statt 
setzen wir $8 und erhalten 


I e& (df 
7, @R ) a 
wobei im Argument der Funktionen jetzt tiberall $B statt des friheren ‘SB, 
und $, steht. Aus J’ wird dabei Egy, + iceerene. Wir fithren noch 
an Stelle von $$ als Variable p nach (18) ein. Die Funktionaldeterminant: 


bestimmt sich aus Impuls- und Energiesatz zu 


(2) -a-7-P-f-a (30 


1 OEa 
,_ «Oe (pe’) 
A’ = 3 
(Be! (31) 
hy 


Die Intensitaitsformel lautet jetzt 


J ee f v\? _ Eyy, +E,—ic(Py) 

© agin dp--( ). Oe te een 
J, @ Re? | Pt 2 Ey Po 
Die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt entsteht aus (82) durch Weglassen 
des Faktors »’/y- 1/R?. 


Af 


§ 6. Vergleich mit der Streuformel von Casimir}). 

Zum Integral (32) tragen hauptsachlich zwei Impulsstellen bei. Derjenige 
Impulsbereich, welcher der klassischen Bohrschen Bahn entspricht, liefert 
die normale Streuung, gegeben durch die Klein-Nishina-Formel mit Zusatz- 
gliedern von der GréBenordnung «. AuBerdem erhalt man einen abnormen 
Beitrag von denjenigen Stellen, an welchen f besonders grof wird. 

Die Streuformel von Casimir entsteht aus (82), wenn V = 0 gesetzt 
wird. Man sieht leicht, daB bei diesem Verfahren die normalen Zusatz- 
glieder =a? verfalscht werden, wahrend der abnorme Beitrag von den 
Stellen groBer f (das Casimirsche logarithmische Glied) richtig heraus- 
kommt. 

a) Normales Zusatzglied fiir den Wasserstoffgrundzustand. Um dieses 
Glied, wenn auch nicht exakt, so doch in guter Naherung zu berechnen, 
setzen wir fiir V seinen wellenmechanischen Mittelwert, das Potential auf 
dem Bohrschen Kreis, ein?). Da ferner |p| dem Bohrschen Impuls ent- 
spricht, gilt bei Vernachlassigung héherer Glieder in «®: E,—V = &,. 


1) H. Casimir, Uber die Intensitét der Streustrahlung gebundener 
Elektronen, Helv. Phys. Acta 6, 287, 1933. — #) Die Glieder + a? werden 
dann von der richtigen GréBenordnung sein. DaB sie sich genau richtig er- 
geben, ist nicht bewiesen, wenn ich es auch fiir wahrscheinlich halte. 
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Die Grobe a j C fa berechnen wir nicht direkt; wir kinnen vielmehr 
eicht einsehen, dab sie mit der entsprechenden Grébe fir das Paket freier 
Hlektronen!) ibereinstimmt. 

In f nach (16) ist diese Ubereinstimmung wegen Ez, —V = £, evident ; 
ebenso sieht man leicht, da $8 und Ly in beiden Fallen das gleiche sind. 
Daraus folgt die Ubereinstimmung von f-J°-f. Wir iberlegen weiter, 
dab f . IL": f = ag t+ (by) + Cyyt+ dy, Yo V3 V4 18t, mit y,-freien Koeffizienten 
a, b, ¢, d. Das Adjungierte zu f erhalt man namlich durch Vertauschung 
der Reihenfolge simtlicher Faktoren, dasselbe gilt fiir f /’f. Da aber dieser 
letzte Ausdruck selbstadjungiert ist, darf er durch Vertauschung der 
Faktorenfolge nicht geindert werden. Er kann daher keine zweifachen 
und dreifachen y,-Produkte mit y,-freien Koeffizienten enthalten, hat 
daher die oben angegebene Gestalt. 

Fir das Paket freier Elektronen gelten die folgenden Beziehungen: 

é¢= SS hae arya = <P ay, a, AY %.%3¥%,4 = 9. (83) 

Ey Ey 
Man leitet sie leicht aus der Wellengleichung des freien Elektrons her?). 
Fir den Wasserstoffgrundzustand ist y bis auf Faktoren angenahert: 


ve (py) 
= {] — 1+ y,), 
y ( 2 E, (1+ ¥,) 


woraus ebenfalls (83) folgt. Wir erhalten daher fiir das Paket freier 


Elektronen ebenso wie fiir unseren normalen Anteil 
~ E 
afl'fa= (a,- 72 + (2?) +6) aya (34) 
«Bs Ey 


Der Integrand der Impulsintegration in (82) bzw. in Formel (40) der zi- 
/.2 , 


tierten fritheren Arbeit ist (=) 7p af If a. Aus den Formeln (19) und (31) 


errechnet man, da sich A’/A? fir gebundene Elektronen von dem JA’/A? 


(cpe’) 


fiir freie Elektronen um einen Faktor D’ = 1— Ee unterscheidet. 
“p 





Daher erhalten wir fiir die normale Streuung die Formel 


J yy /E,Z 1l(vy D. #¥ D — ‘ 
(=e) se ets SR eee OH 


J 





0 


1) Siehe W. Franz, a. a. O., Formel (40). — *) Dabei ist allerdings voraus- 
gesetzt, daB im Paket nur Zustinde positiver Energie enthalten sind; diese 
Voraussetzung liegt auch meiner Berechnung der Streustrahlung des Elek- 
tronenpakets zugrunde, obwohl ich dort irrtiimlicherweise das Gegenteil be- 
hauptet habe. 
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Wenn hy > Ep, tragen nur sehr kleine Winkel zur Gesamtstreuung be 
(Diese Voraussetzung entspricht bei der Berechnung der Zusatzglieder, di 
ja mit « behaftet sind, der Genauigkeit unseres Verfahrens.) Wir kénne: 
Db’ = D und sin? 7° = O setzen. Durch Integration tiber den Streuwink: 


i\e Ey - D’ 
d (cos #) entsteht wegen | (~) deos? = P 
é Vy (k — 1) h Vv 
. J . EB 
| —d (cos 0) = | —a(p)-y,a(p) dp, (35 a) 
s J, e Ey 


wobel uninteressante Faktoren weggelassen sind. Bis auf Glieder ~~! 

ergibt sich fiir das Verhiltnis des Streustrahlungskoeffizienten zu dei 
nach der Klein-Nishina-Formel berechneten 
2 

Onorm —_ t=. (36) 
OK N ~ 


Als normales Zusatzglied erhalten wir demnach das Casimirsche «?/2 


nut dem negativen Vorzeichen. Dies ist verstaéndlich, wenn man die Ent- 
stehung des Casimirschen Zusatzgliedes ins Auge fabt: es entspringt 
E 1 | 


nimlich aus einem Faktor —* = woe wofiir genauer zu stehen hat 
a om 
B, atte 
E,—V 
Mit dem Streustrahlkoeffizienten des Pakets freier Elektronen stimmt 
(36) nicht iiberein. Der Unterschied rithrt von dem Dopplerfaktor D’ her, 
der bei dem gebundenen Elektron hinzukommt. Fir das Paket freier 
2 
Klektronen ist ee "oe lle 
ON 6 
b) Abnormes Zusatzglied (logarithmisches Glied ) fiir den H-Grundzustand. 
Diejenigen Stellen, an welchen f besonders groBb und trotzdem a nicht extrem 


=~ V1—a?. 


klein ist, entsprechen Impulsen p ~ mp c. Dementsprechend sind die 
zugehorigen Beitrage zur Intensitét und ebenso zur Absorption behaftet 


mit dem Faktor 
= a 3 
a (3 ~= hy r r 4 i ~= an, 


p=moc 2 
+Gd) 


Wenn wir fiir V den Wert 0 einsetzen, so bedeutet dies eine Vernachlassigung 
hoherer Glieder in «, also von Gliedern + «§. Der abnorme Beitrag ~ «5 





| 
lp = mogc 


ist also genau der von Casimir angegebene. 
Gegen das normale Glied ~ «? darf das abnorme ~ « nicht vernach- 
lassigt werden, da es in hy von hoéherer Ordnung ist [~ log (h v/E,)]. 
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§ 7. Logarithmisches Gled fiir beliebige H-Zustinde. 

Bei der Berechnung des logarithmischen Ghiedes beriicksichtigen wir 
nur Glieder ~ «°. Dementsprechend kénnen wir in den Kigenfunktionen 
y gegen 1 vernachlassigen. Die Kigenfunktionen der diskreten Zustinde 
des wasserstoffahnlichen Atoms lauten dann?): 

{Gr |e a gi(m+ DP _ 1 Ya" p*. ef MP (kp m) |\ 

- +1, ,4(m+1)9 ee el MP | 
ae Vi ls ay +y,°Py , (k +m) | 


Jonu[PRe ei (m+ lp +13" ore pimy (k + m) || 


(1+ y,) (L+0y, V2) 








= | (1+7,) (1+ 17,9) 
Yu | +V; 1[-Ys" pert. gi (m4 6 sy PBe™ (km) Y4) i’? 
mit 

Tsai. Soa a ee a Oe (ae + 1) : 7 — (-— — J 
U N Q'-é Dn 41 (2); b n do i 0 )U, 
)! 73 
tn (k+m)! n[(n + I!) 
‘(k—m—1)! etait 
25h Z 
path inbobek. ioe 


he mn 
Das obere Vorzeichen bezieht sich auf die Lésung I, das untere auf Il. Die 


Kigenfunktionen sind so normiert, dal 


[pr yordod(cosd) dy = 1+)? 0+ iy, %). (38) 
Ege ist das 21+ 1-mal differenzierte Laguerresche Polynom L,, , . 


Um die Impulsgewichte a(p) zu erhalten, miissen wir diese Kigen- 
funktionen Fourier-entwickeln. Wir fiihren den Vektor 
n ep 
aZ “QE, 





[= (39) 


ein, so dab (f,9) = (pr)/h ist. Dann wird das richtig normierte Impuls- 


vewicht bis auf eine von «Z und den Quantenzahlen unabhangige Konstante : 


“@) = (zy 


Wie (37) zeigt, hat o- y die Gestalt 
e— 2 x Polynom in (0, 0,,0y; @z)- (41) 





, 3) , > 
) : | p-e— itt Yo? dod (cos 0) dg. (40) 


1) Wir entnehmen sie aus F. Sauter, ZS. f. Phys. 63, 809, 1930. Die Vor- 
zeichen von 4;, Yo, 73 Sind dabei vertauscht worden, entsprechend der abweichen- 
den Schreibweise der Dirac-Gleichung bei Sauter und bei uns. Die radiale 
Kigenfunktion U (infolge der Vernachlassigung von «? genau die nichtrelativisti- 
sche Kigenfunktion) wie deren Normierung entnehmen wir aus A. Sommerfeld, 
Wellenmechan. Erg.-Bd., § 7A. 
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Daher lassen sich die Fourier-Integrale (40) alle durch Differentiation 

zurickfiihren auf ein einziges Integral J. 
e— 1° ee, 4a 

eeu iat” ali fee ReRt 29 


q ist ein zum Zweck der Differentiation eingefiihrter Parameter, dem schliel 


(42 


lich der Wert 4 zuzuteilen ist. 

Faktoren 0, welche man dem Integranden von J hinzufigt, lassen sich: 
ersetzen durch 0/0 (—q), Faktoren 0 durch 0/0 (— 1). 

Den Impulsen p = mc, welche den abnormen Beitrag liefern, ent- 
spricht |f| ~ 1/a. Deswegen brauchen wir nur diejenigen Glieder in der 
Fourier-Entwicklung zu beriicksichtigen, welche in f von der héchsten 
Potenz sind. Da sich aber bei jeder Differentiation nach f die Ordnung 
in £ um Eins erniedrigt, und bei je zwei Differentiationen nach q mindestens 
um zwei [man sieht dies dem Ausdruck (42) leicht an], brauchen wir in den 
Funktionen U und V nur die beiden medrigsten Potenzen von @ zu beriick- 
sichtigen. Dies entspricht dem Umstand, dai die abnorme Streuung ihren 
Ursprung in der nichsten Umgebung des Kerns hat, namlich bei r ~ h/me 
= Compton-Wellenlange. 

Wir berechnen jetzt die niedrigsten Glieder von U und V. Aus 

dette EDIE (Heh gg 
“dont Oe = = y! I: (n + 1—»)!’ (48) 


v= 0 


Ly : 1 (0) = & 


t+2) ‘(1+ n)!}? (, m-l-1  (n—I-1)(n-I-2) , | 
net (@) @i+Dim—i-1y! |" 2 (1+1) °* 2@1+2)Q1+38) © () 





U und V ergibt sich daraus zu 











Poe n—I—1 hae, 
lis die io 2(1+1) © an 
. af | n+(n—I—1)(1+3)(1+1) r 
—_ V — ——-q-e— ei? 1) (1 +-1)9!/1~ iy) (45 
2n—1 + (n—I—2)(1+3)(1+1) 
AEM BM 2B —_J—1)o!+1... 
(21+ 2) (148) ee 








mit 





§= =a; (C+ wip ; 
7 N.(21+1)!(n—1—))! 


Die Fourier-Entwicklung von y ist mit dem Faktor a! + *l2 behaftet ; 
ein Faktor «'** entsteht namlich bei der Entwicklung von (45) (durch 
° a ° . . — a T 
seeignete Differentiationen von J), ein Faktor a~ “2 kommt von der Nor- 
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(43) 


45) 
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mierung nach Formel (40). Der abnorme Beitrag erhalt einen Faktor 
a! + °/2)2 — gS +3l 

Dies zeigt, dali nur die s-Zustinde (l = 0) evnen betrdachtlichen Beitrag 
zu der abnormen Streuung liefern. Dies ist verstandlich, da ja die s-Zustiinde 
die exzentrischsten Bahnen mit der gré{ten Anniherung an den Kern 
enthalten; sie kénnen daher am leichtesten Impuls auf den Kern ibertragen. 
Die direkte Impulsiibertragung auf den Kern wahrend des Stofes zwischen 
Lichtquant und Elektron ist die physikalische Ursache der abnormen 
Streuung. 

Wir spezialisieren (45) auf | = 0, was wegen der Bedingung k = 1 
bedeutet: k = 1, Lésung IT: 





—U = fi" Sr ole 
aZjn 2n—1 (46) 
pm an gh nA inieaeaipncimapieins eats 1 — 0/2 
' n \2 6 sittin. ere 
, , 1 ; 
Den Faktor g, der in unserem Fall gleich —-_— wird, haben wir weg- 


2 
gelassen. 2a 


Zu jedem n gehéren zwei s-Zustinde, welche sich durch das Vorzeichen 
des Spins unterscheiden, entsprechend den beiden Méglichkeiten m = 0 
und m = —1. Diese beiden Lésungen gehen aus einer einzigen Lésung 
durch Multiplikation mit verschiedenen konstanten Faktoren hervor: 


Ym=o = 9's + M172) | (47) 
Ym = —1 = Ww (L + Wyo): 


mit 
ml ee | e)) 1 
Y l (% i ( + Y,)- 
> 
Die Fourier-Entwicklungen von U und 2. V erhalten wir durch Differen- 


tiationen aus (42): 


- > OJ n-1 @J 4Aamn 
U-e— tt 92 do d (cos 9) d gw = ——— — ‘ Se icdeeieniaaine 
| e" de a ey 0 (— 4) 2 O(-qQie=1, (4+%) 
- (48 
— “2, {n as dine” -t (8) 
oO ill | 
V-~.e—i to) 2 a do- cis oa 
| a é O do d (cos )aQp n 19 0 (—-if) | re (4 ry ry 





Fir a(p) ergibt sich daraus bis auf belanglose Faktoren: 


3] 


a(p) = (=) y a - Bp (1 a (Ly): (49) 
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Statt £ fahren wir nach (39) p ein: 





in \'le n .c(py) 
a(p) = (37 “fd | ( n aap 2B, )” ad 
l4 7 223) | 


a(p) fir beliebige s-Zustinde unterscheidet sich von dem a (p) fiir di: 
Wasserstoffgrundzustand in zwei Punkten: Statt « steht «Z/n, auBerdei, 
ist a mit dem Faktor n behaftet. 


Nach Casimir verhalt sich der abnorme Zusatz zu dem _ Streu- 


me SRS ee . = hy 
strahlungskoetfizienten nach Klein-Nishina wie —-log —-  Fiir den 
7 E, 
n-ten s-Zustand eines wasserstoffahnlichen Atoms der Kernladung 7 


tritt statt dessen: 


1 Z\° / 
ai n?.(* ~) , log dl (50) 


nm n E, 


Der Faktor n® rihrt her von dem quadratischen Auftreten der GréBe a (p) 


in dem Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt. 


§ 8. Anwendung der Streuformel auf Atome mit mehr Elektronen. 

Wir wenden aut jedes Elektron des Atoms die Formel an, welche fiir 
ein ip demselben Quantenzustand befindliches wasserstoffahnliches Atom 
von der Kernladung Lun cilt. 

Die normalen Zusatzglieder entnehmen wir aus § 5a, indem wir 


2 7 \ 2 


{=| : cemittelt = gemittelt] durch (ts) ersetzen. Diesen 
mM, € 49 \ Nett 

Beitrag liefern s-, p-, d- usw. Zustande in gleicher Weise, im Gegensatz zu 
dem abnormen Zusatz, der nur fiir s-Elektronen zu beriicksichtigen ist. 
Der Streustrahlungskoeffizient eines Atoms verhalt sich zu dem nach 


Klein-Nishina berechneten wie 


2 7 \5 

F aL on 1 > (HL es hv 
Z—} > ( ma Tea —- S nin ( at) « log 

o Nett / Nest E 


77 Z 


Die erste Summe ist iiber alle Elektronen des Atoms, die zweite nur iiber di 


s-Elektronen zu erstrecken. Fiir schwere Atome (Z = 60 bis 92) ist 


. 42° 
DS nix ( =) = 22 (aZ), 


s Nott 








(49 
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ne 7 


(50) 


a (p) 


e fur 
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‘ur leichtere Atome etwas kleiner, jedoch (abgesehen von H) nie kleiner 
is 2-(aZ,)®. Da fiir leichtere Atome an sich der abnorme Zusatz ver- 
schwindend klein wird, wollen wir allgemein den fiir ~ Atome 


2 
giltigen Wert einsetzen. Mit der Abkirzung S) = se “") ergibt sich 


Nott 
a — ]——@Q?’. > + 2 = (2 Z)s. log - ny + a By (52) 
OKN E, 


Wir figten unter dem Logarithmus einen Summanden 1 = L,/Hp, hinzu, 
um vor Augen zu fiihren, dali das logarithmische Glied fir kleine hy 


wegzulassen ist. 


. 1 ~~ 1 9 9 “ 
Die Groben 7% = 10? und 2,2 - = * (aZ)4- 10° sind in Fig. 1 in Ab- 


hingigkeit von der Kernladung Z dargestellt!). Fig. 2 zeigt die prozentuale 
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© 1 Ce Fig.2. Abweichung des Streustrahlungs- 
"1¢ es 2 = . 2 > | 9 el y 4 ° 3 . . ha . T>: Pl 
Pig. 1. > @? ©- 10° und 2,2» —-(@ Z)*- 10%. | oerfizienten von der Klein-Nishina-Formel. 





Abweichung von der Klein-Nishina-Formel fiir log = 0,1, 2,8,...11m 


a 
Abhangigkeit von Z; man sieht, da6i auch fiir ishetiabi Strahlung und 
schwerste Atome o kleiner ist als ox y. 


Das normale Zusatzglied zum Streukoeffizienten errechnet sich eben- 
falls za —4qa?2’; wahrend aber bei der Berechnung des Zusatzes zum 
Streustrahlungskoeffizienten in $6a nur «- Hp/hy gegen 1 vernachlassigt 
wurde, miBte bei der entsprechenden Berechnung des Streukoeffizienten 


1) Bei der Berechnung von Ze wurde die Arbeit von J.C. Slater, Phys. 
Rev. 36, 57, 1930 zugrunde gelegt. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 95. 45 
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at 
5 vegen 1 vernachlassigt werden. Wenn man diese letzte Vernach 
Lv 
log — 
“@ 
lissigung nicht vornimmt, so erhalt man statt —}o?- 2’ den Ausdruc! 
-30 1 1 
9% —~—a’?d’./1+—- \ . 
0 2 3 2Zhy 1 | 
08 +> | 
E, 2/ 
-45 
Die hieraus berechnete Abwei- 











10 


Fig. 3. 
von der Klein-Nishina-Formel. 
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Abweichung des Streukoeffizienten 


chung des Streukoeffizienten ist 


in Fig. 3 wiedergegeben. Die 








; hv 
beiden Kurven - 1, 2,7 sind 
4 
“0 
weggelassen, weil bei ihnen 
der Fehler unseres Verfahrens 
E ,_ E£ 
(~ a?.—° ~ J =a) von der 
hy hv 


Grobenordnung der  gesamten 


Abweichung ist. 


Bei der Berechnung des abnormen Gliedes ist die Vernachlassigung 


héherer Potenzen von (« Z) fiir sehwere Atome ziemlich roh, weil, wie sich 
zeizte, die innersten Schalen den Hauptbeitrag liefern. Man dirfte daher 


auch das Potential in den abnormen Gliedern nicht einfach = 0 setzen, 


sondern gleich einem anderen Mittelwert, der von der Grébenordnung « 


Wire; sein genauerer Wert miibte erst ermittelt werden. 


Miinchen, Institut fiir theoretische Physik, 7. Mai 1935. 
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Die Polarisation der Resonanzstrahlung des Calciums 
und ihre Beeinflussung durch schwache Magnetfelder. 


Von Albrecht Steinhiuser in GieSen. 
Mit 12 Abbildungen. (EKingegangen am 20. Mai 1935.) 


iis wird die Konstruktion eines besonderen Resonanzgefiibes beschrieben, mit 
Hilfe dessen es gelang, die Ca-Resonanzstrahlung zu beobachten. Die Messung 
des Polarisationsgrades ergibt fiir die Ca-Resonanzlinie 4227 A einen Wert von 
76.59%, statt des theoretisch zu erwartenden von 100%. Diese starke Depolari- 
sation beruht im wesentlichen auf Stérungen der angeregten Atome durch andere 
Ca-Atome oder Atome des beigefiigten Kdelgases. Die depolarisierende Wirkung 
der Eigenatome und ebenso die des Heliumzusatzes wird bestimmt bei steigendem 
Druck. Durch Extrapolation auf den Heliumdruck Null und den Ca-Dampf- 
druck Null ergibt sich ein Polarisationsgrad von 95%. — Die Depolarisation 
und ebenso die Drehung der Polarisationsebene durch ein Magnetfeld H 1 E 
zeigen mit wachsendem Magnetfeld einen ihnlichen Verlauf wie die entsprechen- 


den Kurven fiir Na und Hg nach Hanle, Keussler u. a. Aus der Depolarisation 


wird die mittlere Lebensdauer des Anregungszustandes der 4227 zu t = 2,2 


. 10-8 see bestimmt. Die aus der Drehung erhaltenen Werte stimmen gut damit 
iiberein. 

Bei den beiden Resonanzlinien des Caleciums handelt es sich um eine 
Linie des Singulettsystems — die eigentliche Resonanzlinie — (4227 A) 
und eine Interkombinationslinie (6573 A). Die diesen Linien entsprechenden 
Ubergange sind in den bekannten Termsymbolen fiir die 4227: 11S, — 2'P, 
und fir die 6573: 118,—23P,. Die vorliegenden Polarisationsunter- 
suchungen konnten nur an der 4227 durchgefiihrt werden, da die Intensitiat 
der Interkombinationslinie in Resonanz dazu nicht ausreichte. 

Die Polarisation der Resonanzstrahlen in auberen Magnetfeldern ist, 
wie Hanle und nach ihm Pringsheim u. a.*) gezeigt haben, durch Zeeman- 
Effekt zu erklaren. Demgemal miissen je nach der Richtung des Magnet- 
feldes und der Beobachtungsrichtung zum elektrischen Vektor des ein- 
vestrahlten Lichtes verschiedene Polarisationsverhaltnisse auftreten. Aber 
auch im feldfreien Raum zeigt die Resonanzstrahlung einen hohen Grad 
von Polarisation, der auf diese Weise nicht zu erklaren ist. Im Sinne der 
Quantentheorie haben wir es hier, wie Bohr?) gezeigt hat, mit einem Fall 
von Entartung zu tun. Kine Richtungsquantelung ist sowohl fir H = 0 
als auch bei sehr schwachen auBeren Magnetfeldern — solange nimlich die 
durch das Feld hervorgerufene Zeeman-Aufspaltung vergleichbar ist mit 


der natiirlichen Linienbreite — nicht mdglich. 





_ 
i 


1) W. Hanle, zusammenfassender Bericht; Ergebn. d. exakt. Naturw. 4, 
1925. — #) N. Bohr, Naturwissensch. 12, 1115, 1924. 
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Eine theoretische Behandlung der Polarisations- und _ Intensitits. 
verhaltnisse der Resonanzfluoreszenz, die die gesamten Erscheinunge: 
einheitlich erklart, haben Oppenheimer!) und Weisskopf?) nach der 
Diraeschen Theorie der Wechselwirkung zwischen Licht und Materi 
durchgefiihrt. Die Polarisationsverhaltnisse im Falle der Entartung (H = 0 
und fiir das Ubergangsgebiet zwischen Entartung und Nichtentartune, 
d.h. bei sehwachen aéuberen Feldern, ergeben sich dabei als Spezialfialle. 
Nach dieser Rechnung sind in dem besonderen Fall, dab ein duberes Magnet- 
feld parallel zum elektrischen Vektor des einfallenden Lichtes gerichtet 
ist (HE), die Polarisationsverhaltnisse der Resonanzstrahlung unabhangiy 
von der Grobe der Aufspaltung; und zwar gilt das auch fiir die Aufspaltung 
Null. Im Falle H = 0 sind also dieselben Polarisationsverhaltnisse zu er- 
FE. Zu dem gleichen Ergebnis fiihrte 





warten wie in einem déuBeren Feld H| 
eine schon friither angestellte korrespondenzmafige Betrachtung von 
Heisenberg’). 

Bei beliebiger Richtung des Magnetfeldes dagegen erhalt man bei sehr 
veringer Aufspaltung (wenn namlich die Aufspaltung von derselben Gréfen- 
ordnung oder kleiner ist wie die Linienbreite) andere Polarisationsverhalt- 
nisse als bei staérkerer Aufspaltung. Legt man z. B. ein Magnetfeld senkrecht 
zum elektrischen Vektor des anregenden Lichtes (H L /) und beobachtet 
parallel H, so mite man auf Grund des Zeeman-Effektes (Longitudinal- 
effekt) sowohl bei sechwachen als auch bei starkeren Magnetfeldern voll- 
stindige Depolarisation erwarten; denn in der Beobachtungsrichtung wird 
links- und rechtszirkular polarisiertes Licht ausgesandt, das sich, da beide 
Komponenten inkoharent sind, zu unpolarisiertem Licht zusammensetzt. 
Tatsachlich aber beobachtet man bei schwachen Feldern teilweise linear 
polarisiertes Licht, dessen Polarisation mit wachsendem Magnetfeld schnell 
abnimmt und dessen Polarisationsebene eine Drehung erfahren hat. Bei 
stirkerer Aufspaltung ist das Resonanzlicht, wie zu erwarten, vollkommen 
depolarisiert. 

Die Weisskopfsche Rechnung ergibt nun, daf} man bei geringer Aut- 
spaltung die Aufspaltungskomponenten nicht mehr als inkoharent  be- 
trachten darf; diese setzen sich vielmehr jetzt zu einer partiell linear polari- 
sierten Strahlung zusammen, deren Polarisationsebene gedreht ist. Diese 
Drehung ist abhangig von der Richtung und der GréBe des Magnetfeldes. 
Fiir den besonderen Fall H L E kommt Weisskopf zu denselben Formeln 


1) I. R. Oppenheimer, ZS. f. Phys. 43, 27, 1927. — #) V. Weisskopf, 
Ann. d. Phys. 9, 23, 1931. — *) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 31, 617, 1925. 














une, 
alle. 
net- 


htet 


ngi 
une 
| er- 
hrte 


Von 


sehr 
jen- 
alt- 
cht 
itet 
nal- 
oll- 
ind 
ide 
LZt. 

ear 
el] 

Bel 


leh 





Die Polarisation der Resonanzstrahlung des Calciums usw. 671 


ir den Drehungswinkel wie Keussler!) und andere?) auf Grund klassischer 
der halbklassischer Uberlegungen. 

Der Polarisationszustand der Resonanzlinie (4227) des Calciums in feld- 
reien Raum ergibt sich also aus dem Zeeman-Aufspaltungsschema fiir H 
varallel BL. Da die Singulettlinie normal aufspaltet, wird pur die 


a-Komponente angeregt. Infolgedessen mibte bei Anregung mit linear 
































+4 — Z 
gop peg tl => 4, 
wf —— fi 
Primiilicht \* Me 
FLUMNQP HC Y 
Fig. 1 Fig. 2. Fig. 3. 


polarisiertem Licht (F || Z) das in der X-Richtung beobachtete Resonan.- 
licht eine 100% ige Polarisation in Richtung der Z-Achse autweisen 
(siehe Fig. 1 und 2). 

Als Polarisationsgrad definiert man die Grobe: 


P a | —— | an 
| i Sadie 
| (baw. 1...) bedeutet die Intensitatskomponente in der Schwingungs- 


max min 


richtung maximaler (nunimaler) Amplitude. Im vorliegenden Fall fallt 


| in die Z-Richtung (J,) und J in die Y-Richtung (J,). 


max min 


Mepfimethode und Versuchsanordnung. 
Zur Messung des Polarisationsgrades ist es also nétig, die Grobe von 
/, und J, zu bestimmen. Dies wurde mit folgender Versuchsanordnung 


ausgefiihrt (Fig. 3). 


1) V.v. Keussler, Ann. d. Phys. 82, 793, 1927. 2) G. Breit, Journ. 
Opt. Soc. 10, 439, 1925; I. A. Eldridge, Phys. Rev. 24, 234, 1924. 
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Das Licht der Lichtquelle Q wurde durch die Linse L, und den Nicol ) 
in das Resonanzgetib PR emgestrahlt. Die Resonanzstrahlung wurde 
senkrechter Richtung dazu beobaehtet. Das innere Fenster des Resonan 
gefibes wirkte dabei als Blende. Dureh das Wollaston-Prisma Wo wur 
das Resonanzlicht sodann in die beiden senkreecht zueinander polarisiert: 
Intensititskomponenten zerlegt und mittels der Linse L, auf der phot; 
eraphischen Platte abgebildet. Dabei lagen die Schwingungsrichtune 
cles Wollaston-Prismas in der Z- und Y-Richtung. Auf der Platte erhie! 
man dann die beiden Schwarzungsflecken, die den beiden polarisierte 
Anteilen entsprechen, nebeneinander. Das den erhaltenen Sehwarzunge: 
entsprechende wahre Intensitatsverhaltmis der beiden Komponenten wurde 
nach folgendem Verfahren ermittelt: 

Zwischen Wollaston-Prisma und photographische Platte war ein 
Nicol Ng eingesechaltet.. Durch Drehen wurde dies Nicol in die Einstelluny 
vebracht, bei der von beiden Intensitatskomponenten der gleiche Antei! 
hindurehgelassen, d. h. die gleiche Schwarzung auf der Platte hervorgerufen 
wurde. Das ist im wesentlichen die Anordnung des Martenssehen Polari- 
meters. Bedeutet g den Winkel zwischen Z-Achse und Schwingungs- 
richtuny des Nicols, so erhalt man fiir das Verhaltnis der Intensitaten: 


an 3 


~ 


I, = tg? @ und fiir den Polarisationsgrad: P = ——— = — cos 2 9. 
I,+1, 


Dieses Verfahren hat den Vorteil, dab immer nur Schwarzungen ver- 


I 


~ 
_ 


clichen werden, die gleichzeitig aufgenommen sind: man ist daher von 
Schwankungen der Prinirlichtquelle frei. Auberdem ist die Aufnahme von 
Schwarzungskurven muttels Intensitaétsmarken itiberfliissig, da ja nur aus 
der Gleichheit der Schwarzungen auf die Gleichheit der Intensitaten ge- 
sehlossen wird. Demgegeniiber hat die haufig benutzte Methode, mit Hilfe 
eines Drehquarzkeils und Nicols das Resonanzlicht zu untersuchen, den 
Vorteil, dafi man aus dem erhaltenen Streifensystem gleichzeitig auf den 
Polarisationsgrad und eine etwaige Drehune der Polarisationsebene sehlieben 
kann, hat aber den Nachteil, wie schon von Keussler (I. ¢.) angibt, dab sie 
genau paralleles Licht erfordert. 

Die betreffende Nicolstellung (d. h. der Winkel @), fiir die die Schwiir- 
zungen gleich waren, wurde aus einer Mebreihe in folgender Weise ermittelt : 
Das Resonanzleuchten wurde bei mehreren (etwa vier bis fiinf) verschiedenen 
Nicolstellungen, die sich fortlaufend jeweils um 2 bis 3° unterschieden, 
aufgenommen. Dabei waren die Kinstellungen so gewahlt, dal bei zwei Aut- 
nahmen der Winkel kleiner, bei den anderen groéber war als der gesuchte 


Winkel g. Wir erhalten dann auf der Platte eime Reihe von paarweise 
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angeordneten Schwarzungsflecken, wie sie Fig. 4 zeigt. Der emzelne Fleck 
veigt den scharf begrenzten Primarstrahl. Dieser ist von emem schwacheren 
yeuchten umgeben, das auf sekundare Resonanz zuriickzutiihren ist. Dab 
diese sekundare Resonanzstrahlung weitgehend unpolarisiert ist, zeigen 
die gleichen Schwarzungen bei der Nicolstellung von 45°. 

Das Verhaltnis der photometrisch ernuttelten Schwarzungswerte der 


beiden Komponenten wurde in emer Kurve fiir die verschiedenen Nicol- 





Fig. 4. 


stellungen aufgetragen und der Verhaltniswert 1 durch eraphische Inter- 
polation bestimmt. 

Lichtquelle und Resonanzgefap. Zar Lrreichung der notigen Intensitaten 
der Fluoreszenzstrahlung war eime moglichst intensive Strahlungsquelle 
Voraussetzung. Eine solche ist in der Form, wie sie von Cario und Lochte- 
Holtegreven?) konstrmert wurde, gegeben. Als Material fir die Licht- 
quelle und das Resonanzgefab kam wegen der hohen Temperaturen (650 
bis 700°), die zur Erzielung des nétigen Dampfdruckes gebraucht wurden, 
nur schwer schmelzbare Glassorten oder Quarz in Frage. Bei ihrer Ver- 
wendung stellten sich aber grobe Schwierigkeiten ein. Sie bestanden dari, 
dab alle diese Materialien von Calcium sofort angegriffen und die Gefab- 
winde nach kurzer Zeit zerstOrt wurden. Schon bei 400 bis 500° C trat eine 
starke Braéunung der Wandung auf, wodureh diese fiir die Strahlung undureh- 
lassig wurde. Bei 600 bis 700° C, wie sie spiter fir die Lichtquelle gebraucht 
wurden, hatte sich naeh eimiger Zeit das Calcium in die Gefabwand ein- 
vefressen und fithrte zur ZerstOrung. 

Die besondersartige Konstruktion der Lampe von Cario und Lochte 
hat den Vorteil, dab durch einen zirkulierenden Edelgasstrom der Ca-Dampt 
vom Austrittsfenster ferngehalten wird. Die Braunung wird somit ver- 
nueden. Die hier benutzte Form der Lampe zeigt Fig. 5. Es handelt sich 
hierbei um eine Entladungslampe aus Quarz, die nuit Hochspannung be- 
trieben wurde (Stromstirke: 120 mA). Die elektrische Entladung zwischen 
den beiden Elektroden wurde durch das Edelgas (Helium von 10 nun Hg) 


aufrechterhalten, welches in der durch Pfeile angedeuteten Richtung 


1) G. Cario u. W. Lochte-Holtegreven, ZS. f. Phys. 42. 22, 1927. 
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zirkulierte. Der aus dem kugelf6rmigen Ansatz nach vorne destillierende 
Ca-Dampt wurde noch innerhalb des Ofens an der Stelle S aus der Entladune 
bahn verissen, wodurch eine etwaige Linienumkehr stark vermindert wurd 
Die Elektroden bestanden aus Wolfram, da nur dieses Material sich | 
Quarz eimschmelzen labt. Die Wolframdurehschmelzungen mubten a 
ihren Enden gekittet werden, da sie nicht vollkommen vakuumdiecht he: 
vestellt werden kOnnen. Diese Kittstellen und ebenso das aufgekittet 


Quarztenster mubten besonders gekithlt werden. Is stellte sich als praktise! 
: hap) 
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Fig. 5. 





heraus, die Durehschmelzungen der Elektrode auch innerhalb der Kugel 
bis an die Platte durchzufiihren, da sonst die Mntladungen hiautig hinter der 
Platte ansetzten. Zur Reinigung des Edelgases war zwischen Lampe 


und Zirkulationspumpe ein Gefaib mit Absorptionskohle eingeschaltet, 





welches von auben mit fliissiger Luft gektihlt wurde. Zur Fiillung der Lampe 
wurde metallisches Caletum (von Sehering-Kahlbaum) in einem Sehiffchen 
aus Molybdainblech dureh ein Ansatzrohr eingeschoben und nach Ab- 
schmelzen dieses Rohres das Gefaib evakuiert. Durch Destillation lie sich 
das Calcium nicht einbringen. Es reagierte sofort mit den verbindenden 
QuarzrOhren und zerstorte sie. 

Die Lebensdauer der Lampe hing nun einzig und allein davon ab, 


wie lange es méglich war, die Ansatzkugel, in der sich das Caleium befand, 


ae el 


vor dem Zerspringen zu bewahren. Sehon nach mehrmaligem Betrieb 
hatte sich das Calcium aut der Kugelwand niedergeschlagen. Der Versuch, 
die Innenwand der Kugel durch eine Platinierung mit Glanzplatin vor dem 


Caleium zu sehiitzen, war ohne Erfolg. Die kurze Lebensdauer der Lampe 





gestaltete die Messungen sehr schwierig, da sie eime haufige Neufillung 
bedingte: doeh sind die einzelnen MeBreihen immer bei derselben Fiillung 


ausgefiihrt worden. 
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end Die violette Linie (4227 A) trat bei 300 bis 400°C im Spektrum der 
me ampe starker hervor: doch wurde zur Steigerung der Intensitat die Lampe 
id sieist bet 650° gebrannt. Die rote Linie (6573 A) dagegen war erst bei 600° 
hi schwach sichtbar und wurde tiber 700° dann intensiver als die starkste von 
a den roten Heliumlinien (6678 A). 

ner Fir das ResonanzgefaP lagen die Verhaltnisse etwas anders, da es nur 
— auf Temperaturen bis 550°, meist sogar geringer, gebracht wurde. Infolge- 


_ dessen kam eme ZerstOrung des Ansatzrohres fiir Caletwm nur nach langem 
Betrieb vor. Dagegen lag hier die Hauptschwierigkeit im Auftreten der 
Briunung der Gefibwand. Um diese zu verhindern, mubte der Calcium- 
dampf kiinstlich vom Kin- und Austrittsfenster ferngehalten werden, was 
wieder nur dureh eime Kdelyvasfiillung zu erreichen war. 

Fir Untersuchungen der Polarisation der Resonanzstrahlung ist jedoch 
eine Edelgasbeimischung sehr nachteilig. Denn wie Wood!) und andere?) 
an He gezeigt haben, setzen die Kdelgase bet Drueken von 1 mm und mehr 
die Polarisation der Resonanzstrahlung schon stark herab. Andere Gase, 
die weniger depolarisierend wirken (wie etwa Og, Hy) gehen mit Ca schon bei 
geringeren Temperaturen sofort chemische Verbindungen ein. Es_ blieb 
also nur die Méelichkeit, bei méglichst geringem Edelgasdruck den Polari- 


sationsgrad zu bestimmen und dann nachtraglich den Kinflub des Edelgases 





ve 
ri selbst festzustellen. Eine einfache Edelgasfidlung von einigen wenigen 
mm Millimetern konnte die Bréiunung der Wainde nicht verhindern. Es wurde 
at. deshalb das Prinzip des zirkulierenden Gasstromes auch hier zur Anwendung 
ipe vebracht. Nach Vorversuchen mit verschiedenartigen Resonanzgefaben 
ell wurde sehlieblich ein Quarzgefaih von der Form verwendet, wie es Fig. 6 
\ b- zeigt. Es bestand aus einer inneren Kugel mit drei recht winklig angeordneten 
‘ch Offnungen zum EKin- und Austritt der Strahlung und einer duberen Kugel 
= mit drei entsprechend liegenden Ansatzrohren. Der Gasstrom zirkulierte 
in Richtung der Pfeile und wurde in der inneren Kugel durch Schlitze S 
) seitlich abgesaugt. Ktwa dem Gasstrom entgegen diffundierender Ca-Dampft 
oe |  schlug sich an den Wanden der duberen (kalten) Ansatzrohre meder, so dab 
! die Absehlubfenster frei blieben. Das metallische Calcium war in einer 
rg eisernen Patrone in dem mittleren (hinteren) Ansatzrohr untergebracht 
- und mute wahrend des Betriebes bis zur Mitte M vordiffundieren. Die 
sad Kedelgasfillung war Helium von 3mm. Zwischen Pumpe und Resonanz- 
a vefa war in die Zirkulationsleitung wieder ein Gefal mit Absorptionskohle 
ng 
8 1) R. W. Wood, Phil. Mag. 44, 1007, 1922. — 2) V.v. Keussler, Amn. 


l. Phys. 82, 793, 1927. 
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eingefiigt. Jetzt trat nur noch eine Braunung der inneren Kugel ein. Di: 
erwies sich sogar als vorteilhaft. Die innere Kugel wirkte nun wie ej 
Blende, so dafi nur noch Strahlung zu den seitlichen Offnungen aust) 


und auberdem die Strahlung des gliihhenden Ofens abgeschirmt wurd 
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Fig. 6. 


Der im Resonanzgefap herrschende Ca-Dampfdruck war weseutlich 
veringer als der Sattigungsdruck bei der jeweiligen Temperatur, da das 
zirkulierende Edelgas an den inneren Fenstern die bis dorthin vordestillierten 
Calciumteilchen wegtiihrte. Es entstand so im Innern des Resonanzgefabes 
ein Damptdruckgefalle. Dementsprechend war auch der Polarisationsgrad 
an den verschiedenen Stelien des Resonanzgefabes nicht der gleiche. Der 
Polarisationsgrad wurde deshalb an drei verschiedenen Stellen langs des 
Primiarstrahls (das bedeutet auch gleichzeitig langs des Dampfdruck- 
cefailles) gemessen: namlich an der Eintrittsstelle (1.), in der Mitte (IL) 
und am Ende (IIL.) des durch das seitliche (innere) Beobachtungstenster 
begrenzten Gesichtsfeldes. 

Um zunichst tiber die erreichbaren Intensitdten der beiden Resonanz- 


linen em Bild zu bekommen, wurde die Resonanzstrahlung direkt (oline 


Polarisationsoptik) nut einem klemen  Fuess-Glasspektrographen au 


genommen. Dabei war das Nicol N, entfernt. Yon 460° an war die violet! 
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Dir inie in Resonanz sehr intensiv, auch fiir das Auge gut sichtbar (die Tem- 
P ej) > seratur von 460° entspricht emem  Sattigungsdampfdruck = von 
ustt -- 10-& mm Hg). Die Belichtungszeiten fiir die Polarisationsgradmessungen 
vurd etrugen 5 bis 10 Minuten. Ks wurden Lumiére-Opta-Platten verwendet, 


die in diesem Wellenlingengebiet gute Kmpfindlichkeit besitzen. 

Die rote Linie wurde bei 650 bis 700° (im Resonanzgefail) aufgenommen. 
Nach einer Belichtung von 6 bis 7 Stunden erhielt man eine gerade eben 
sichtbare Sehwarzung bei Verwendung von Agfa-Pan-Platten. Diese Be- 
lichtungszeit konnte jedoch wesentlich verkiirzt werden, wenn man die 
Platte vorher mit AgWO, sensibilisierte, nach dem Verfahren, wie es 
Schmiescheck?) angibt.. Dadurch wurde eine etwa zehnfache Empfind- 
lichkeit erreicht. Fir Polarisationsuntersuchungen reicht jedoch auch bei 
dieser Plattenempfindlichkeit die Intensitaét nicht aus, da durch Zwischen- 
schaltung der Polarisationsoptik die auf die Platte gelangende Intensitat 
wesentlich geschwacht ist. 

Bei den Polarisationsuntersuchungen der violetten Linie konnte also 
schon wegen der geringen Intensitit der roten Linie auf den Spektrographen 
verzichtet werden, zumal die benutzten Platten fiir Rot vollkommen un- 
emptindlich waren. Nach einer neuen Fidllung von Lampe und Resonanzgefab 
mit Ca enthielt die Resonanzstrahlung Natriumlicht: doch destillierte 
das Na, das dem Ca als Verunreinigung beigemisecht war, bei den hohen 
‘Temperaturen sehr bald heraus. Auch fiir diese Wellenlinge war die Platte 
wenig empfindlich. Zur Sicherheit aber wurden die Polarisationsaufnahmen 


erst ausgefiihrt, nachdem mit dem Spektrographen im Resonanzlicht nur 





tlich noch Licht der Wellenlinge 4227 A nachgewiesen werden konnte. Ebenso 
sais wurde die Strahlung nach dem Vorhandensein ultravioletter Linien (héhere 
erten Serienglieder) mit einem Quarzspektrographen untersucht; doch zeigten 
(2 Bos die Platten keinerlei Andeutungen soleher Linien. 
sorad Kine Verfilschung der Ergebnisse kann auch dureh Strewlicht verursacht 
Der werden. Das Auftreten von Streulicht konnte hier jedoch durch gute 
s des Justierung vollkommen vermieden werden. Wenn der Strahlengang des 
ruck- anregenden Lichtes die inneren Wande des Resonanzgefaibes nicht beriihrte, 
(I1.) wurde selbst bei Belichtungszeiten von emer Stunde und mehr bei Kin- 
nster strahlung in das kalte Resonanzgefaib keine Sehwarzung hervorgerufen. 
Die Magnetfelder wurden durch zwei Helmholtzsche Spulen von 
\anZ- je 600 Windungen und 20 em Durchmesser erzeugt. Das Feld wurde mit 
ohne einer Probespule und ballistischem Galvanometer ausgemessen. lontroll- 
alll 





oleti 1) N. Schmiescheck, 188. Ber. d. D. Versuchsanst. f. Luftf. 5, 509, 1930. 
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rechnungen gaben gute Ubereinstimmung. Um das stérende Maenetf 
des Heizofens zu vermeiden, wurde zur Heizung des Resonanzgefabes | 
Ofen mit bifilarer Wicklung hergestellt. Die nachtragliche Priifung mit ¢ 
Probespule ergab noch em restliches Magnetfeld von 0,4 Gaub bei d 
Heizstromstirke von 6 Amp. Dieses und ebenso das Erdfeld waren nik 
ausgeglichen: Beide Felder lagen in Richtung des Primiarstrahls. DD 
influ so schwacher Felder aut den Polarisationsgrad des Ca ist sehr geriny 
wie man aus Fig. 9 ersehen kann, die die Abhangigkeit des Polarisation 


srades von emem depolarisierenden auberen Magnetfeld zeigt. 


Mepergebnisse. 

I. Polarisationsgradmessungen. Der theoretisch zu erwartende Polari- 
sationsgrad von 100°, wurde bei weitem nicht erreicht. Der hochste ve- 
messene Wert betrug 76,5°%. Die Ursachen fit eine derartige Verringeruny 
des Polarisationsgrades sind verschiedenartige; die wesentlichsten sind hier 
die depolarisierenden Wirkungen, die durch benachbarte Atome (sowohl! 
Ca-Atome als auch Edelgasatome) auf das angeregte Atom ausgeitbt werden. 
Dabei ist der depolarisierende Wirkungsradius em Vielfaches des gas- 
kinetischen Atomradius, wie an Na von Datta!) und an Hg von Keussler?) 
und Schiitz%) gezeigt wurde und auch durch die Theorie*) bestitigt wird. 

Diese Stérungen sind nur durch weitgehende Herabsetzung des Eigen- 
dampfdruckes und des Fremdgasdruckes zu beseitigen. Jedoch konnte 
der Helimmdruck im Resonanzgefaib bei den vorliegenden Versuchen wegen 
der genannten experimentellen Schwierigkeiten nicht unter 3 mm herab- 
vesetzt werden. Ebenso war der Verminderung des Eigendampfdruckes 
eine Grenze gesetzt, da ja gleichzeitig die Intensitaét der Resonanzstrahlung 
zurickging. Die tiefste angewendete Temperatur war 420° C; sie entspricht 
einem Sattigungsdruck von etwa 2-10-® mm. Der tatsaichliche Dampfdruck 
war, wie schon erwahnt, wesentlich geringer. 

Bei dieser Temperatur von 420° C ergaben sich an den drei Mebstellen 


fiir P (entsprechend dem von I nach III steigenden Dampfdruck) die Werte: 
I: 76,5%, Il: 74,8%, Ill: 73.8%. 


Durch Extrapolation auf den Ca-Dampfdruck Null und Edelgasdruck 


Null kommt man, wie weiter unten gezeigt wird, auf annéhernd 95°. 


1) G.L. Datta, ZS. f. Phys. 37, 625, 1926. — ?) V.v. Keussler, Ann. d. 
Phys. $2, 793, 1927. —*%) W. Schiitz, ZS. f. Phys. 35, 260, 1925. — 4) L. Nord- 
heim, ebenda 36, 496, 1926. 
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Bei der Messung des Polarisationsgrades kénnen nun noch eine 
Reihe von weiteren Umstinden einen zu kleinen Polarisationsgrad ver- 
ursachen ? 

Durch die schon genannte sekunddre Resonanz kann das MeBergebnis 
stark verfalscht werden, da sie fast vollkommen unpolarisiert ist, wie Fig. 4 
zeigte. Die Intensitat der Sekundarresonanz lift sich auf den photo- 
vraphisechen Aufnahmen aus den seitlichen Schwarzungen, die das primare 
Resonanzstrahlbiindel begrenzen, abschaétzen. Bei der Temperatur von 420° 
jedoch war auf den Platten keinerlei Schwarzung, die auf sekundire Re- 
sonanz zurackzufiihren ist, zu bemerken. Dagegen tritt sie auf bei allen 
Aufnahmen, die bei einer Temperatur ttber 450° gemacht sind. Weiterhin 
kann durch die endlichen Offnungswinkel im Primar- und Resonanzstrabl 
ein Fehler entstehen, wie Pringsheim und Gaviola') gezeigt haben. 
Fir die hier vorkommenden Offnungswinkel von 8,5 und 5° liegt dieser 
Fehler jedoch unter 1/,%. Stérende Streustrahlung trat nicht auf; hierauf 
wurde schon bei der Besprechung der Versuchsanordnung hingewiesen. 
Der durch fehlerhafte Einstellung des MeBnicols hervorgerufene Meffehler 
war fir die hohen Polarisationsgrade gering: Ein Einstellungsfehler von 1° 
ergab bei Polarisationsgraden von 60 bis 80° einen prozentualen Fehler 
von 2 bis 3%. 

2. Die Abhdngigkeit des Polarisationsgrades vom Ca-Dampfdruck. Fig. 7 
zeigt die Anderung des Polarisationsgrades bei wachsendem Dampfdruck. 
Da die im ResonanzgefiB tatsichlich herrschenden Dampfdrucke nicht 
bekannt waren, sind auf der Abszissenachse die jeweiligen ‘Temperaturen 
des ResonanzgefiBes angegeben. Der Polarisationsgrad wurde wieder 
wie oben lings des Primarstrahls an den drei angegebenen Stellen des 
ResonanzgefaiBes gemessen. Diesen entsprechen die drei Kurven von Fig. 7: 
Kurve I der Eintrittsstelle — sie zeigt wegen des geringsten Dampfdruckes 
die héchsten Polarisationsgrade —, Kurve II und III geben die Werte in 


der Mitte und vom Ende an. 


Tabelle 1. 











Temperatur Sittigungsdruck Temperatur Sattigungsdruck 
420°C 1,7-10°-° mm 480° C 20-10°° mm 
440 44 500 50 
460 8,0 


!) E. Gaviola u. P. Pringsheim, ZS. f. Phys. 34, 1, 1925; 39, 75, 1926. 
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In Tabelle 1 sind mit den Temperaturen die entsprechenden Sattigun 
drucke!) zusammengestellt, um wenigstens eine obere Grenze fiir die Dru: 
anzugeben. 

Alle drei Kurven der Fig. 7 streben in ihrer Verlingerung tiber ¢ 
Punkt von 420° einem gemeimsamen Grenzwert zu, was ja auch erwart 
werden mub. Dieser Grenzwert (Polarisationsgrad) entspricht dem Dany 
druck Null, bei dem dann die depolarisierende Wirkung der Zusammensti 


der Ca-Atome ganzlich aufgehoben ware. Dem WKurvenbild kann man e1 
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nehmen, dab dieser Polarisationsgrad noch unter 80% liegt, schatzungsweis: 
bei 78°. Der héchste gemessene Wert von 76,5°% weicht davon nicht vie! 
ab. Daraus lift sich ersehen, dab bei 420° an der Eintrittsstelle schon 
ein sehr geringer Dampfdruck herrschen mub, so dah praktisch kei: 
stérenden Zusammenstébe mehr auftreten. An Na konnte Datta noch bei 
einem Dampfdruck von 10-‘ mm einen depolarisierenden Einfluf der 
Nachbaratome feststellen; bei 10-® mm war die Polarisation bereits auf div 
Halfte abgesunken; daraus ergibt sich ein Wirkungsradius von 10-4 em. 
Fir He gibt Keussler einen Halbwertsdruck von 1,4- 10-% mm und einen 


') In einer neuerdings erschienenen Arbeit von Rudberg (Phys. Rev. 46. 
763, 1934) sind die Ca-Dampfdrucke fiir das Gebiet von 500 bis 625° C neu be- 
stimmt. und es ist gezeigt, dafi die seither geltenden Werte nach N. B. Pilling 
(Phys. Rev. 18, 362, 1921) zehnmal zu groB erhalten sind. Die in Tabelle 1 an- 
gegebenen Werte sind, da sie fiir Temperaturen unter 500°C gelten, aus de! 
Arbeit von Pilling entnommen, aber durch 10 dividiert. Auch auf Grund de: 
GréBe der hier gemessenen Depolarisation sind bei diesen Temperaturen Satti- 
gungsdrucke von der GréSenordnung von 10-*mm eher anzunehmen als 
10> mm. 
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\\irkungsradius von 0,75: 10-®em an. Fir Caleium konnte der Wirkungs- 
dius wegen des unbekannten Dampfdruckes nicht bestimmt werden. 
3. Die depolarisierende Wirkung des Edelgaszusatzes. Nach Fig. 7 
die noch verhailtmismabig starke Depolarisation bei 420°C nur zum 
oringsten Teil auf die ZusammenstObe der angeregten Atome mit anderen 
Ca-Atomen zuriickzufithren. Inwieweit dafiir der Kdelgaszusatz (im Re- 
sonanzgefaib) verantwortlich zu machen ist, wurde durch Polarisations- 
radmessungen bei verschiedenen Heliumdrucken  festgestellt. Fig. 8 
eigt in der ausgezogenen Kurve die Depolarisation bet wachsendem Helium- 
druek. Die Temperatur des Resonanzgefiibes betrug 460°. Kine geringere 
emperatur hatte eine wesentliche Steigerung der Belichtungszeiten bedingt, 
was wegen der kurzen Lebensdauer der Lampe moglichst vermieden werden 
mubte. Fir den geringsten Druck (8 mm) wurde ein Polarisationsgrad 
von 66,5°5 gemessen. Die Extrapolation tiber diesen Wert hinaus auf den 
Druck Null ergibt etwa 80°, Polarisation bei der gewahlten Temperatur 
von 460°, 

Fir Ca ist der depolarisierende Einflub von Helium wesentlich geringer 
als fir He. Bei He fand Wood!), dab bei emem Heliumzusatz von 6 mm 
fast vollstandige Depolarisation herrschte und Keussler (l.¢.) gibt als 
Halbwertsdruck der Depolarisation durch Helium 0,77 mm an. 

Aus der Dampfdruckabhangigkeit des Polarisationsgrades (Fig. 7) 
veht hervor, dab bei 460° der Polarisationsgrad schon stark herabgesetzt ist. 
is war aun von Interesse, zu sehen, ob bei Vermeidung aller dieser depolari- 
sierenden Einfliisse der Grenzwert der Polarisation an den theoretischen 
Wert von 100°, herankommt. Es wurden daher die Mebwerte von Fig. 8 
tir den aus der Dampfdruckkurve extrapolierten Wert von 78% bei 3mm 
Heliumdruck umgerechnet und in der gestrichelten Kurve von Fig. 8 dar- 
sestellt. Durch Extrapolieren dieser Kurve erreicht man einen Polarisations- 
erad von etwa 95°. Die Differenz auf 100°% kann man wohl mit Berechti- 
vung auf Mebfehler und nicht beseitigte St6rungen der restlichen Magnet- 
telder zuriickfiihren. 

4. EinfluB eines Magnetfeldes parallel dem elektrischen Vektor des ein- 
yestrahiten Lichtes (H || EZ). Die starke depolarisierende Wirkung benach- 
barter Atome ist ohne weiteres erklarlich durch die geringe Energiedifferenz 
der verschiedenen Zeeman-Niveaus, vor allem in schwachen Magnetfeldern. 
Sie ist natiirlich am grOBten fir H = 0. Legt man aber ein auberes Magnet- 
‘eld parallel dem elektrischen Vektor des anregenden Lichtes, so mul man 





') R. W. Wood, Phil. Mag. 44, 1107, 1922. 
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eine geringere Depolarisation erwarten, je gréBer die Aufspaltung ist, . 
die Stérungsenergie gréBer sein mu. Dies ist auch durch Messung 
an Na*) und Hg?) bestatigt worden. So bewirkte nach Datta bei Na ec.) 
Feld 150 GauB ein Ansteigen des Polarisationsgrades von 27,5 auf 56°. 
bei einem Dampfdruck von 1,6-10-&mm, womit fast der theoretisc): 
Wert von 60°% fiir Na erreicht ist. 

Bei den vorliegenden Versuchen an Ca wurden Magnetfelder bis 21: 
350 GauB verwendet. Ein Einflu8 konnte jedoch nicht festgestellt werden. 
Ks besteht natiirlich die Méglichkeit, da sehr viel héhere Magnetfelder 
eine Steigerung des Polarisationsgrades bewirken. Auffallig ist immerhin, 
dali bei Na schon kleinere Magnetfelder eine wesentliche Steigerung des 
Polarisationsgrades herbeifiihren. Wie namlich die weiter unten angefiihrten 
Messungen der mittleren Lebensdauer des Anregungszustandes fiir dic 
Ca-Resonanzlinie ergeben, betrigt diese t = 2,2-10-8sec, d.h. sie ist 
von der gleichen GréSenordnung wie die der D, des Na t = 1,3- 10-8 see: 
wihrend fiir Hg t = 1,1- 10-* see gemessen wurde. Danach waren fiir (a 
aihnliche Verhaltnisse wie fiir Na zu erwarten, denn der Wirkungsquerschnitt 
fiir einen Stob ist nach Nordheim?) um so gréBer, je kleiner das ent- 
sprechende T ist. 

5. Depolarisation durch evn Magnetfeld senkrecht auf E wnd Lebensdauer- 
berechnung des angeregten Atomzustandes. Bei der Bestimmung der De- 
polarisation durch ein schwaches Magnetfeld, das senkrecht zum elektrischen 
Vektor und parallel zur Beobachtungsrichtung (H || X) verlauft, ist zu 
beachten, dali auber der Depolarisation noch eine Drehung der Polarisations- 
ebene des Resonanzlichtes auftritt. Zur Ermittlung des Polarisations- 

a ae seit 
grades P = m2 ware es also nétig, das zur Messung verwandte 


| + | 


Wollaston-Prisma um den jeweiligen Drehungswinkel nachzudrehen, 
da J4, nun nicht mehr mit J, und J, nicht mit J, (den Schwingungs- 


richtungen des Prismas) zusammenfallen. Dies wirde jedoch das Mel)- 





verfahren wesentlich komplizierter gestalten. Es wurde daher das Prisma 
in seiner Lage (Parallel Z bzw. Y) belassen. In diesem Fall erhalt man nun 
nicht mehr aus dem Verhaltnis der gemessenen Intensitaten den oben 
definierten Polarisationsgrad, sondern die davon verschiedene Grob 


I,—I : . ’ : acai 
— — * —*. Auf den Unterschied und die Beziehungen beider Grében 
I,+1, 
1) E. Gaviolau. P. Pringsheim, ZS. f. Phys. 25, 367, 1924; G. L. Datta, 
lec. — #) V.v. Keussler, l.c. — %) L. Nordheim, ZS. f. Phys. 36, 496. 


1926. 
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surde von v. Keussler!) hingewiesen. Auch Wood und Ellett?) haben 
ei ihren Messungen nicht P, sondern p bestimmt. Ks stellt jedoch auch p 
in Mab fiir die depolarisierende Wirkung eines Magnetfeldes dar und gibt 
benso die Moéclichkeit, die Lebensdauer des angeregten Atomzustandes 
yu errechnen. 

Fir p gilt nach Breit und Eldridge?): 


Po 


= oe 


Dabei bedeutet py den Polarisationsgrad ohne Magnetfeld, o - oi -H 

4arem 
die sogenannte Larmor-Frequenz und t die mittlere Lebensdauer des an- 
veregten Atomzustandes (Verweilzeit). 

Die drei Kurven von Fig. 9 geben den Verlauf von p bei wachsendem 
Magnetfeld (parallel X). Sie entsprechen den drei Stellen des Resonanz- 
vefaibes und legen den verschiedenen Dampfdrucken gemaB in verschiedenen 
Hohen. Das Magnetfeld variierte von 6,5 bis 44 Gaub. Die Temperatur 
des Resonanzgefiibes betrug 460°; der Heliumdruck war 3 mm. 

Aus den gemessenen Polarisationsgraden erhalt man nun die mittlere 
Lebensdauer t des Anregungszustandes (2'P,) nach der gegebenen Formel. 
In Tabelle 2 sind fiir die einzelnen Mebpunkte die Werte von t+ 108 zu- 


sammenvestellt. 


Tabelle 2. r+ 108 see. 





Magnetfeld m nay Pages fy Best 
6,5 9.98 2.64 2.97 
1] 2,31 2,64 2,95 
16.5 2,10 2,41 2,82 
22 2,05 2,28 2,44 
33 2.96 3.15 3.81 
44 3,08 3,38 4,46 


Hier fallt zweierlei auf: Vergleicht man naimlich die Werte nach Kurve I 
mit denen nach Kurve II und III, so ergibt sich eine scheinbar wachsende 
Lebensdauer von I nach Il nach ILI, deh. mit steigendem Dampfdruck. 


Ferner zeigt die T'abelle in den Werten fiir 33 und 44 Gaul eine starke 


') V.v. Keussler, Phys. ZS. 27, 313, 1926; Ann. d. Phys. 82, 793, 1927. — 
*) R. W. Wood u. A. Ellett, Phys. Rev. 24, 248, 1924. — 3) G. Breit, 
Journ. Opt. Soc. 10, 439, 1925; I. A. Eldridge, Phys. Rev. 24, 234, 1924. 
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Abweichung. Es ergibt sich daraus, dai die zugrunde gelegten Polarisation 
grade fiir 33 und 44 Gaub zu klein erhalten wurden. Denn die Genauigk 
dieser niedrigen Polarisationsgrade ist sehr viel geringer als die der hohe: 
Wahrend eine fehlerhafte Bestimmung der Kinstellung des MeBnicols um 
fiir die hohen Polarisationsgrade (60%) einen prozentualen Fehler v 
3 bis 4% ausmacht, bedingt sie fiir kleine Polarisationsgrade (10°) ein 
Fehler von 45°). Aus den vier ersten Werten der Tabelle erhalt man a! 
Mittelwert 7 = 2.2-10-8see nach Kurve I, 2,5- 10-8 nach Kurve IL und 


2.5-10-Snach WKurve Ill. Mit Hilfe dieser Werte lassen sich nun umgekeh: 
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die Polarisationsgrade fiir 33 und 44 Gaub errechnen. Fig.10 zeigt noch 
einmal Kurve I, der gestrichelte Teil geht durch die korrigierten Werte. 

Aus dem scheinbaren Anstieg der Lebensdauer mit wachsendem Dampt- 
druck ist zu folgern, dafi an der Stelle [Lund III die p-Werte zu klein erhalten 
wurden. Als Ursache hierfiir kann die sekundare Resonanz in Frage kommen, 
die ja bei der Versuchstemperatur von 460° nicht mehr vernachlassigt 
werden darf und die mit steigendem Dampfdruck zunimmt. Ihr Einflub 
liebe sich jedoch nur durch genaue absolute Intensitatsmessungen bestimmen. 
Ks ergibt sich weiterhin, dab der aus Kurve I ermittelte Wert fiir die Lebens- 
dauer tT = 2,2- 10-8 see ebenfalls noch héher sein kann als fiir ungestérte 
Verhaltnisse, da sich auch noch an der Mefstelle | der Dampfdruck stérend 
bemerkbar macht, wie die auftretende sekundire Resonanzstrahlung zeigt. 
Berechnet man nach den Formeln der Dispersionstheorie’) den dort ein- 
gefiihrten f-Wert (Oszillatorenstirke) aus dem gegebenen Wert fiir 7, so 


erhalt man f + 0,4. Dieser Wert unterscheidet sich von der gewohnlich 


1) W. Pauli, Quantentheorie und Dispersionsphinomene. Handb. d. Phys. 


XXII. 
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emachten Annahme f 1 fiir die Resonanzlinie der Erdalkali um den 


‘aktor 2.5; d.h. die Lebensdauer ware um diesen Faktor zu grob erhalten. 


6. Drehung der Polarisationsebene. Die im Falle H senkrecht auf 1 
un der Richtung parallel H zu beobachtende Drehung der Polarisations- 
ebene (2 || Z, H || X) bietet eine Kontrolle der Depolarisationsmessungen, 
da aus ihr ebenfalls die Lebensdauer des angeregten Zustandes bestimuut 
werden kann. Zur Bestimmung des Drehungswinkels wurde foleendes 
Vebverfahren eimgeschlagen: Aus der Mebapparatur wurde das Nicol Ny, 
entfernt. Das Wollaston-Prisma IW wurde nun um den Resonanzstrahl 
als Achse gedreht, bis die beiden Zerlegungskomponenten des Resonanz- 
lichtes gleiche Intensitat hatten, d.h. auf der photographischen Platte 
sleiche Schwarzungen erzeugten. Dann stand das Wollaston-Prisma um 45° 
verdreht gecen die Stellung des grébten Intensitatsunterschiedes beider 
Komponenten, also auch gegen die Richtung der Polarisationsebene. Fiir 
H = 0 erhielt man demnach Gleichheit ber emer Drehung des Wollaston- 


Vrismas um 45° gegen die Z- (bzw. Y-) Achse. 


Zur genauen Bestimmung des Drehwinkels wurde wieder das Verfahren 
der graphischen Interpolation wie fiir die Polarisationsgradmessungen 
angewendet, indem eine MeBreihe verschiedener Prismenstellungen auf eine 


Platte aufgenommen wurde. Fig. 11 zeigt eme solche Aufnahme fiir H = 0. 





Fig. 11. 


Die darunterstehenden Zahlen geben die Drehung des Wollaston-Prismas an. 


In Fig. 12 sind die Drehungswinkel der Polarisationsebene fiir drei 
verschiedene Magnetfelder dargestellt. Sie wurden in der Mitte (an der 
Stelle II) des Resonanzgefabes gemessen. Die Kurve zeigt einen ahnlichen 
Verlauf wie ihn auch Keussler bei Hg gefunden hat. Der Heliumdruck 


im Resonanzgefih betrug 3mm, die Temperatur 450°C, 


Awischen dem Drehungswinkel ? und der Lebensdauer t besteht nun 
folvende Beziehung !): 


te 2 7 27, 


') V.v. Keussler, Ann. d. Phys. 82, 793, 1927. 
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dabei ist w wieder die Umlautsgeschwindigkeit der Larmor-Prazession. D 


errechnete Lebensdauer ist fiir die drei Magnetfelder in Tabelle 3 dargestel! 


Tabelle 3. 



















o W 

= ] 

_ 30} Magnetfeld in Gauss a r+ 10° se 

3 | | 

S 20 

< | ~ ve 

S 70} \ 11 19,5° 2.63 

S| | 2 29,59 2,70 

< | destennal 33 35,5° 3,15 

Q 20 10 20 IO 4 : ' 

Magneteld in Gau8 a? <a , 

' Bei dieser Bestimmung ergil 
‘ig. 12. 


ein Mebfehler des Winkels ? von | 
emen Fehler in t von 6 bis 8°. Die Werte von Tabelle 2 und die von Ta- 
belle 3 sind nicht bei genau der gleichen Temperatur aufgenommen. 

Um emen Vergleich beider Methoden zu haben, wurden die Depolari- 
sation und die Drehune durch ein Feld von 11 Gaub auf zwei Platten un 
mittelbar hintereinander aufgenommen. Die Auswertung ergab fiir 7 di 


beiden Werte: 2.68- 10-5 und 2.58- 10-8 see. 


Die vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Uni- 
versitat Berlin in den Jahren 1930 bis 1932 ausgefiihrt. Ich modchte es nicht 
versiumen, Herrn Privatdozent Dr. Orthmann, der mir die Anregune 
zu dieser Arbeit gab, fiir sein stindiges forderndes Interesse und seinen 
Rat zu danken. Auch Herrn Prof. P. Pringsheim danke ich fiir hautige 
wertvolle Ratschlige. Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaften 
bin ich zu Dank verpflichtet fiir emen Herrn Dr. Orthmann wberlassenen 
Spektrographen und weitere Geldmittel zur Herstellung der Quarzzefiibe. 


Der Linde-Gesellschaft danke ich fiir die freundlichst zur Verfiigung ve- 


stellten Edelzase. 

















rey) 


on | 


a Ta- 


olari- 


) ul 


r di 


Uni- 
Sail 
ucht 
Fuh 
nen 
ften 
Nel) 


ibe. 








687 


Zur Theorie der Alkalimetalle. 
Von Paul Gombas in Budapest. 
(Kingegangen am 24. Mai 1935.) 


Ineiner fritheren Arbeit zeigte der Verfasser, dafi man mit Hilfe eines vereinfachten 
Metallmodells die Bindung der Alkalimetalle erkliren und die wichtigsten 
Konstanten dieser Metalle berechnen kann. Die Methode wurde auf Kalium 
angewandt. Es soll hier gezeigt werden, da man durch eine neue Berechnung 
der Coulombschen Wechselwirkungsenergie zwischen dem positiven Jonengitter 
und dem negativen Elektronengas und durch einige weitere Betrachtungen 
bessere Resultate erzielen kann. Und zwar erhalt man fiir Kalium fiir die Gitter- 
konstante, Gitterenergie und Kompressibilitat folgende Werte: 6) = 5,43 A, 
U) = 112,4 keal/Mol, k = 2,6- 10-" cm?/dyn gegeniiber den experimentellen 
Resultaten von: 6 = 5,15 A, U = 126,2 keal/Mol, k = 2,0+ 10-" cm?/dyn. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit') gab der Verfasser ein verein- 
fachtes Metallmodell an, mit dessen Hilfe man die Bindung der Alkalimetalle 
verstehen kann. Mit Hilfe der dort gegebenen Methode wurden die wichtig- 
sten Konstanten des Kaliums bestimmt. Wir wollen hier zeigen, dai man 
durch eine neue Berechnung der von Herzfeld angegebenen Coulomb- 
schen Wechselwirkungsenergie eines raumzentrierten positiven lonengitters 
mit dem gleichmahig verteilten Elektronengas und durch einige weitere 
Uberlegungen und sinngemafe Abanderungen zu besseren Resultaten 
gelangt. In jener Arbeit wurde angenommen, da die Metallelektronen 
ein gleichmabig verteiltes Elektronengas bilden. Fir die Elektronen- 
verteilung der Jonen gebrauchten wir die von Lenz und Jensen gegebene 
approximative Lésung der Thomas-Fermischen Gleichung. Fir die 
(ritterenergie U des Alkalimetalls erhielten wir in |. ¢. I folgenden Ausdruck: 


U = Uc+ Urp+U,+Wst+ J, 


wo U,, die Coulombsche Wechselwirkungsenergie des positiven Ionen- 
sitters mit dem gleichmaBig verteilten Metallelektronengas, U,, die Null- 
punktsenergie und U, die Austauschenergie des Metallelektronengases 
bedeuten. 

W, ist die zusitzliche Energie, welche dem Umstand Rechnung tragt, 
dafi die Ionen keine punktformigen Ladungen sind, sondern raéumlich aus- 
gedehnte Elektronenwolken besitzen. W, setzt sich aus drei Teilen zu- 
sammen: 


We a Ba Wor Wa, 


1) P. Gombas, ZS. f. Phys. 94, 473, 1935. Im folgenden als 1. ¢. I zitiert. 
46* 
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W,, bedeutet die zusatzliche elektrostatische Energie, welche daraus ro- 
sultiert, dafi das Elektronengas im Innern des Ions unter der Wirkune 
einer hoheren effektiven Kernladung steht, W,, ist die Anderung der kineti- 
schen Nullpunktsenergie der Elektronengase, welche daraus_ entsteht 
dal das Metallelektronengas in das Innere der Ionen, also in die Elektronen- 
wolken der Atomriimpfe eindringt, W, ist die entsprechende Anderung der 
Austauschenergie. 

V bedeutet die Wechselwirkungsenergie der Ionen. Alle Energieanteil 
beziehen sich auf ein Jon. 

Die Methode wurde in l.c. I im allgemeinen entwickelt und aut 


das Kalium angewandt. Es ergaben sich fir die Gitterkonstante, 
Gitterenergie und Kompressibilitét folgende Resultate: 6) = 4,5, A, 
U = 120,5 keal/Mol, k = 1,1-10-" em?/dyn gegeniiber den experimentel! 


bestimmten Werten von 6 = 5,15 A, U = 126,2 keal/Mol,k = 2,0-10-" em? 
pro dyn. Es zeigt sich nun, dafi man durch eine neue Berechnung von U,, 
und durch einige weitere Betrachtungen bessere Resultate erhalt. In 1. ¢. | 
benutzten wir fir U,,den von Herzfeld!) berechneten Wert — 1,423 e&?/0, 
welcher jedoch zu klein ist. Mit Hilfe des Appell-Madelungschen 
Verfahrens *) erhailt man fiir U, im Falle eines raumzentrierten Gitters 
1,8196 e? 
6 ~ Y 


wo 0 die Kante des zwei lonen enthaltenden Elementarwiirfels, ¢ die Ele- 


Ue = 


mentarladung bedeutet. 
Mit diesem Wert von U,, wiirden wir also eine um ~ 29 keal/Mol 
tiefere Gitterenergie erhalten als in |. ¢c. 1. Dazu kommt noch eine zusatz- 
liche Energie, welche ebenfalls negativ ist. Diese ist die von Wigner 
und Seitz berechnete Wechselwirkungsenergie der Metallelektronen mit 
antiparallelem Spin’). Wir bezeichnen diese Energie im folgenden mit U ,. 
In den Gebieten 6 >4a_ kann man diese Energie nach Wigner in 
cuter Naherung durch folgende Formel darstellen: 
0,292 e* 
5,1 +0,496 an 


Ux = 


Mit dem neuen Wert von U,,und mit Hinzunahme von U, wirden wir 


nun fiir Kalium folgende weniger befriedigende Resultate erhalten: 


dy = 4,2 A, U = 170 keal/Mol. 


1) K. F. Herzfeld, Geiger-Scheels Handb. d. Phys. XXIV/2, 2. Auil., 
S. 252. — ?) Siehe z. B. E. Wigner u. F. Seitz, Phys. Rev. 46, 509, 1934. — 
3) kK. Wigner u. F. Seitz, ebenda, 8S. 509; E. Wigner, ebenda, S. 1002. 








IS re- 


kune 


ineti- 
teht 
nen- 


J de) 
teil 


aul 
unte, 
5 A, 
ntell 


em 


hen 


ters 


Jle- 
Vol 
itz- 
ler 


nit 


Ihh 


vir 


Zur Theorie der Alkalimetalle. 689 


DaB wir auf diese Weise eine zu grobe Gitterenergie und eine zu kleine 
Gitterkonstante erhalten, hat seinen Grund im folgenden. Bei der Berech- 
nung von U wurde die Anderung der Austauschenergie der Elektronengase, 
I’ ,,in Betracht gezogen, welche dadurch entsteht, dab das Metallelektronen- 
sas in die Elektronenwolken der Ionen eindringt. W, gibt also die Energie, 
welche von der Austauschwechselwirkung der Metallelektronen mit den 
Atomriimpfen resultiert. Diese ergibt sich aber mit Hilfe des zugrunde 
velezten statistischen Modells als viel zu grof. Dies kommt daher, dal die 
vom Kern weit entfernten Gebiete der Elektronenwolken der Ionen zu W , 
noch einen ziemlich groben Beitrag geben. Dieselbe Schwierigkeit entsteht 
auch dann, wenn man die Anderung der Austauschenergie zweier edelgas- 
formiger Atome oder Ionen berechnet, die Anderung der Austauschenergie 
sibt auch in diesem Falle einen zu groben Energiebeitrag. Die Ursache 
dirrfte in dem folgenden liegen. Wenn man die Anderung der Austausch- 
energie in Betracht zieht, so hat man konsequenterweise die Elektronen- 
verteilung den Betrachtungen zugrunde zu legen, welche dem mit dem 
Austausch korrigierten Thomas-Fermischen Atom oder lon zukommt. 
Diese Elektronenverteilung reicht nicht ins Unendliche, sondern bricht 
bei einem endlichen Radius ab‘). Dadurch fallen eben die auferen Gebiete, 
welche zu W, noch einen ziemlich groBen Beitrag liefern, weg. Wenn man 
also fiir die Ionen die bis ins Unendliche reichende statistische Elektronen- 
verteilung benutzt, was wir in |. ¢. I getan haben, wird man fir W , emen zu 
sroBben Wert erhalten. 

Wir gelangen also zu dem Schlub, dab man W, mit Hilfe des zugrunde 
gelegten Ionenmodells nicht berechnen kann, und man bei der Berechnung 
dieser Grobe auf weitere Betrachtungen angewiesen ist, auf welche wir bei 
einer spateren Gelegenheit zuriickkommen méchten. Zunachst wollen wir 
WW, ganz vernachlassigen, da diese Energie im Verhaltnis zur gesamten 
Gitterenergie nur eine kleine Korrektion bedeuten kann. 

Fiir die Ionen gebrauchen wir auch hier die bis ins Unendliche aus- 
laufende statistische Verteilung, welche wir in |. c. I benutzten, die jetzt, 
da wir W, aus unseren Betrachtungen ausschlieBben, gerechtfertigt ist. 

Fir die gesamte Gitterenergie ergibt sich nun 

U = Uc+ Urp+U4,+ Ux + Ws + J, 
Wo 
W,;=W,r+We 


ist. 





1) H. Jensen, ZS. f. Phys. 89, 713, 1934. 
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Tabelle 1. 
J | 9.0 ay 9,5 ay 10,0 a, 10,5 a, 11,04, 
Ue —0,2022 | —0,1915 | —0,1820  —0,1733 | —0,1654 
Up +0,0562 | +0,0505 | +0,0455 +40,0413 | + 0,0376 
U, —0,1034  —0,0980 | —0,0931 | —0,0886 | — 0,0846 
Uy —0,0307  —0,0299 | —0,0292 | —0,0284 | —0,0278 
W. +0,1033 | +0,0907 | +0,0792 | +0,0693  +0,0612 
U —0,1768 | —0,1782 | —0,1796 | —0,1797 | —0,1790 


Die numerischen Resultate fiir Kalium sind in Tabelle 1 in ¢?/aq-Ein- 
heiten angegeben. V kénnen wir in unserem Falle vernachlassigen, da diese 
Energie in der Nahe des Minimums (welches jetzt bei einem merklich gréBeren 
6 liegt als in |. e. I) nur mehr sehr klein ist, da sich die Wechselwirkung der 
Ionen in dieser Entfernung kaum mehr bemerkbar macht. 


Aus der Tabelle ist zu sehen, daf{ das Minimum von U zwischen 10,0 ay 
und 10,5 ay liegt. Eine genauere Berechnung gibt fiir die Gitterkonstante 


Oy = 10,2 ax, umgerechnet in A-Einheiten erhalt man 


dy = 5,48 A 





gegeniiber dem auf den absoluten Nullpunkt der Temperatur extrapolierten 
experimentellen Wert von 
6 = 5,15 A. 
Die berechnete Gitterkonstante ist nur um 5,4 °% gréBer als die experimentell 
bestimmte. 
Fiir das Minimum von U erhalt man — 0,1798 é?/ay oder umgerechnet 


in kalorische Einheiten 
U = 112,4 keal/Mol. 





Die Gitterenergie ist die Summe der lonisierungsspannung J der freien 
Atome und der Sublimationswirme S des Metalls. Fir Kalium sind die 
experimentellen Werte fiir J und S folgende: 

J = 99,7 keal/Mol, 


S = 26,5 keal/Mol. 
mit Hilfe derer man fiir U erhilt: 


U=J+ S = 126,2 keal/Mol. 


Die berechnete Gitterenergie ist im Verhaltnis zn dieser um 12,3% kleiner. 
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Bei der Sublimationswarme ist natiirlich der relative Fehler viel gréBer, 
da sich diese als die Differenz zweier Gréfen ergibt, welche S um einige 
Vielfache iiberwiegen. Mit Hilfe der Beziehung U = J+-S erhalt man 


S = 12,7 keal/Mol. 





Dieser Wert ist um mehr als die Halfte zu klein. 
Es wurde noch die Kompressibilitat des Kaliums bestimmt, fiir welche 
wir mit den obigen Abanderungen folgenden Wert erhalten: 


k = 2,6- 10-" em?/dyn. 





Der auf den absoluten Nullpunkt der Temperatur extrapolierte experi- 

mentelle Wert der Kompressibilitat ist 
k = 2,0- 10-" em?/dyn. 

Wir erhielten hier eine wesentlich gréSere Kompressibilitét als in 
|.c. I, was natiirlich eine Folge dessen ist, da jetzt das Minimum von U 
bei einem merklich gréBeren 6 liegt als in der ersten Arbeit. 

Wir sehen also, dab wir fiir die Gitterkonstante und Kompressibilitat 
wesentlich bessere Resultate erhalten als in |. c. 1. Fir die Gitterenergie 
bzw. Sublimationswarme erhielten wir etwas schlechtere Werte als in der 
ersten Arbeit, was jedoch nur eine Folge dessen ist, dab wir die Austausch- 
wechselwirkung der Metallelektronen mit den Atomriimpfen ginzlich 
vernachlassigten, so dafi man es als befriedigend betrachten muB, da’ wir 
fir U und S zu kleine Resultate bekamen. Bei Beriicksichtigung dieser 
Wechselwirkung werden sich fir U und S bessere Resultate ergeben, und 
da es sich bei dieser Energie um eine zusatzliche Anziehung handelt, werden 
durch dieselbe auch die Gitterkonstante und Kompressibilitét im richtigen 
Sinne beeinflubt, nimlich beide verkleinert. Der Unterschied zwischen den 
berechneten und experimentell bestimmten Konstanten ist also haupt- 
sichlich der Vernachlissigung der Austauschwechselwirkung der Metall- 
elektronen mit den Atomriimpfen zuzuschreiben. 


Herrn Prof. Dr. E. Wigner danke ich fiir wertvolle Diskussionen. 
Herrn Prof. Dr. R. Ortvay bin ich fiir die Férderung meiner Arbeit zu 


Dank verpflichtet. 


Budapest, Institut fiir theoretische Physik der Universitat, Mai 1935. 














Die Eigenschaften reeller Gase 
auf Grund der thermodynamischen Zustandsgleichung:. 


VIII. Inversionslinie des JoulesThomson-Effektes bei Helium. 
Von Witold Jaeyna in Leningrad. 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 29. April 1935.) 


kis wird auf Grund der gemaiB der Gleichung 


\ 11 Wo 





berechneten s:;-Inversionslinie gefunden, dab 1. oberhalb des Druckes von 
etwa 50 Atm. keine Umkehrpunkte (erster Ordnung) des JTE bei Helium auftreten 
konnen, 2. im eigentlichen Gaszustand der JTE entweder negativ oder Null ist. 
3. der positive JTE stellt eine Sonderheit des Gaszustandes dar, welche nu 
infolge der wirklich erreichbaren mdfigen Temperaturgrenzen zustande kommt. 
— Die Resultate sind tabellarisch zusammengestellt und mit der klassischen 
Amagat-Berthelotschen Theorie graphisch verglichen. 


1. Die vereinfachte thermodynamische Zustandsgleichung?) erlaubt uns. 
die Umkehrpunkte bzw. die Inversionslinie nur fiir den Joule-Effekt i, 
bei Helium zu berechnen (lI. ¢.), weil die oben erwaihnte Erscheimung teil- 
weise auch im Anwendungsgebiet der vereinfachten Zustandsgleichuny, 
d. h. im Intervall von 0 bis 100 Atm. und von — 150 bis 500° C bei Helium 
stattfindet. 


Demgegeniiber erscheint der Joule-Thomson-Effekt 





wat A | (es . 
Re a i), | 
in dem betrachteten Gebiet von Zustinden stets negativ. Dies weist daraul 
hin, dab die Linie mit u, = 0, wo der Joule-Thomson-Eftekt (JT) das 
Vorzeichen dindert *), unterhalb des Anwendungsgebietes der vereinfachten 
Zustandsgleichung liegt. Es sind nun aber mit Hilfe der nicht vereinfachten 
Form 

vp = Ry + pf (t. p) (1) 
die simtlichen Umkehrpunkte der JTE im Temperaturbereich von 2,5 


bis 800° K baw. die ganze Inversionslinie des JTE berechnet. 

1) W. Jacyna, S.Derewjankin, A.Obnorsky u. T. Parfentjew. 
Bull. Int. d. l’Acad. Pol. (A) 1934, 379; besonders die vorstehenden Mitteilungen 
(von I bis VIL) in der ZS. f. Phys. 91, 349; 92, 204, 661, 1934; 93, 338; 95, 246, 
253, 409, 1935. -— #?) K. Olszewski, Phil. Mag. 3, 535, 1902; Ann. d. Phys. 7, 815 
1902 u.a. 
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Man erhalt namlich aus (1) unter der Bedingung, dab 
zy = 9 (2) 
-t, die folgende Gleichung der Inversionslinie des JTE mit der explizite 


cintretenden Volumenabweichung f (t, p) 


Of 
y(S1) -#=0. 3) 
Ot/, 
Beriicksichtigt man nun die konkrete Form der Volumenabweichung [ 
fir Hehum f(t, p) = a(10 y,—?t)(1—e"), 4 = b BB, B, (4) 
mit der Temperaturfunktion 
1500 
B, = y—32 + —_~., D 
| ? r y —0,17 ) 
der Druckfunktion 
p—p _Pa 
B, = BB, = ——¢ P (6) 
Pr 
und der kritischen Funktion 
2 2 ; 2 =) Pa 
hw ttle Mm —a'|(—1) +(2— ) |. 7) 
Pe \P a 
WoO = 
p=nye "", p= tp, y= —e 
Vr 
ist und die Konstanten 
1 1 
t= 7’ z= 56’ n = 5,42, m = 0,0839, a = 0,0,1085, b = —0,0230 


mit RK = 211,52 und wy = 278,22 sind!), so erhalten wir die Gleichung der 
Inversionslinie zunachst in der Form 
en +(1— ¥ ) v (52) —l1=4Q, (8) 
11 y, Ot), 
wo wegen (4) und (6) 


(53) ont 2, By B, + BB, B, (SE), 


dt), Ot 
+ B,B;, B, (St) + B, By, B; (s) | (9) 
oder mit Weglassung der einfachen Umformungen und Vereinfachungen 
(3). wie. |B; By (1 ~ y oo 03 ) 
— B, (—- m)[# B, + ootB, B, — y B, (B, — =) — my B.B;| (10) 





') Vel. die Mitteilungen V, VI und VII, L.c. 
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ist, und danach statt (8) mit Riicksicht auf (10) 


B, B, (y— 1500 


B, y — 0,34 





- y : 
e+ (1 — fi y,) BeBe 


i a (pe Pa 
—(l1— my) | 7B, + at He BB, — y B,( ,— 4) 


Pr Pk 
—mypyB, }—1= 0, (11) 
Wo 
B, = P = Py 
Pr 
und 
B; = @ p 


bezeichnen. Es ist bei der dazugehérigen Umformung das Glied mit der 
Ableitenden 


eS i ¥ ” 
Ot ‘el P 2 (Wr 2q1 — x 
p 2 k \ k 
f(@—1) +22) 
P / Y 
ausgeschaltet, weil es in dem betrachteten Bereich die Rolle einer Eli- 
minante') spielt. | 
2. Es ist bei den Rechnungsoperationen entbehrlich, die samtlichen 
Glieder der Zustandsgleichung stets beizubehalten, weil einige dieser Glieder 
in verschiedenen Zustandsgebieten als Eliminanten hetrachtet werden 


k6nnen. Somit ist z. B. bei hinreichend hohen Drucken 





B, = 1 
und 
ta Pa 0: 
p 
also ist dabei 
‘ ' BB, / 1500) 
ee a a a 
ile ts. ity, P| B, (v y om) 
— (l— m y) | B,— y B; ( »— 2) —myy By —1=0. (12) 
Pr Pr 


') Vel. z. B. W. Jacyna, S. Derewjankin, A. Obnorsky u. T. Par- 
fentjew, ZS. f. Phys. 94, 225, 1935, FuBnote 1. Es ist auch (y— ya) 
~ y(y—2 ya) angenommen, weil y2 wegen yS ya bei nicht zu niedrigen 
Temperatwen vernachlissigt werden kann. 
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Ferner ist fiir himreichend hohe Temperaturen 


y~™~ O 
id 
y — 0,34 ~ y, 
ynuit 
el y (B’, 1500 
—174t b{1 — Pe peg Fe eee 
. ( 1] — = LB, ( ! Y ) 
_ 
—(i—my) (21+ gs £4 By) —s - (13) 
Vi: p 
Endlich erhalt man fiir die Temperatur py = 11,92° K, wobei die 
Basislinie ein Maximum hat, d.h. fiir 1— my = 0 speziell 
y Tb. 1500 
euwt b(4 me 2m )B, by | (v — —- i) ome Te b, | — |] 0, (14) 
11 Yo J Bb, y —— 0.34 , 
wobel wegen B ~ | 
4 = bB,B, By (15) 


Ist. 
3. Ks ist ersichtlich, dab die simtlichen Punkte der w-Achse (p = 0), 
wegen der Eigenschaft der Funktion B, der Gleichung (11) geniigen. 


Setzt man aber Bb, — (), so erhalt man aus (11) 


y Py alas 
pti ~— Bi — »)) — B. = O, (If 
( 11 > ( ” ¥) Pi , . 


was, bei nicht zu hohen Temperaturen, nur unter der Bedingung 


1—my (17) 


auftreten kann. Also sehneiden sich die Inversionslinie und die Basislinie 
B, = 0 in dem Punkte des py-Maximums (Fig. 1). Auch bei py — 0 ist die 
Bedingung (16) annahernd erfillt, d.h. bei hinreichender Temperat arerhohung 
nahert sich die Inversionslinie der Basislinie in einer solehen Weise, dal 
auberhalb der dureh Versuche bestimmbaren Anwendungsgrenzen der 
Zustandsgleichung, nimlich bei der Temperatur 


y = 11 yy ~ 3000° k, (18) 


noch ein Schnittpunkt der beiden Limien auftritt. Es ist aber von vorn- 
herein — auch trotz der so weitgehenden Extrapolation —- nicht aus- 
seschlossen, dab die Temperatur, etwa 3000° K, die oben erwahnte Eigen- 
vchaft des stark verdiinnten Heliums wirklich bedingt, weil der dazugehoérige 
/ustand bei einer solchen Verdiinnung statttindet. wo die thermodynamische 


custandseleichung unabhingig von der Temperatur eime fast strenge 
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Giltigkeit hat. In der Fig. 1 sind die annahernd berechneten Inversio; 


Boyle- und Basislinien mit den klassischen Amagat-Berthelotsel ) 


Parabeln zusammen dargestellt. Die Tabelle 1 enthalt die den Inversic 


temperaturen des JJ 





strenger berechneten ! 





Inversionsdrucke p,. 


Tabelle 1. 





(ferster Ordnung) des 





tes bei Helium =§ aut 

Grund der thermody- 

namischen Zustands- 
gleichung. 





| Berechnet gemiab der 
(Gileichungen (11), (12 
und (13).] 





























y” K 10-4 p. kg/m? 
i i 
0.17 0 
2,70 0,42 
4,34 1,8 
6.00 DD 
8,00 12,3 
11,92 32,0 
14,44 42.0 
17.18 48.0 
0 0 20 W W 50 ye 49,0 
pin ka/em? 23,35 44.0 
, , - . 30,00 30.75 
Fig. 1. Inversionslinie des Joule-Thomson-Effektes «7 bei 37,31 18.0 
Helium gem&éfi der Amagat-Berthelotschen und der 48.21 7.38 
neuen Theorie (ann&hernd). Strengere p,;-Werte sind in 71.71 0.65 
der Tabelle 1 enthalten. 89.90 0.0645 


4. Man kann aueh bemerken. dal die auberhalb der Inversionslinie 


cemal der Forme! 


; y 0 n | 
Cy Ms —IlldAay, 1 —- 1 - = (1 — “ ) v(— ) Jer (19) 


berechneten Werte des JT mit den friiheren. auf Grund der veremfachten 


Zustandsgleichang fir hinreichend hohe Temperaturen und Drueke = be- 


') Diese Rechnung zeigt, dab unterhalb der kritischen Temperatur «) 
Inversions- und Boyle-Linie fast tibereinstimmen und bei y ya und p 


einen gemeinsamen Punkt haben. 


y, entsprechenden gens! 


der neuen Theorie etwas 


Die Umkehrpunkie 


Joule-Thomson-Effek- 
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‘ineten wvj-Werten (..¢.) vollig tibereinstinmen. Die bedeutenden Ab- 
ichungen treten aber bei miedrigen Temperaturen und Drucken auf, 
h. im Gebiet, wo sich die neuen dominierenden Wirkungen baw. die 


escheinung des neuen durch die Funktionen 


os d Bb, O by, 0 B, 
Py ( Ot ) Op ) usw 


ee" 

isgedriickten Dominanten zu erkennen geben. Auch ist es mit Hilfe der 
vorliegenden Berechnungsresultate vollkommen erklirt, warum bei dem 
Versuch von Roebuck und Osterberg bei Helium sogar bei — 190° C 
der Joule-Thomson-Effekt stets negativ ausfallt: um den der Temperatur 
— 190° C entsprechenden Inversionsbedingungen zu geniigen, ist ein Druck 
von p < 0,5 Atm. nétig. Bei héheren Drucken werden noch niedrigere 
Inversionstemperaturen verlangt. Es tritt zB. die Umkehrung des JTE 
— 213°C, fir 5 Atm. bei — 221°C, fiir 10 Atm. bei etwa 


— 230°C usw. ein, was unmittelbar dem Diagramm (Fig. 1) entnommen 


fir 2.5 Atm. bei 


werden kann. Allerdings ist keine Umkehrung des J TE oberhalb des Druckes 
ron etwa 50 Atm. bei Heliwm médglich. Schlieblich hegt auch der Gedanke 
sehr nahe, dab fiir den eigentlichen Gaszustand, d. h. fir hinreichend hohe 
reduzierte Temperaturen der Joule-Thomson-Effekt stets entweder negativ 
oder Null sein muh. Dal der fiir die meisten Gase gewOhnlich beobachtete 
w,*Effekt positiv erscheint, ist durch die nur mibigen technisch erreichbaren 


‘'emperaturgrenzen erklarbar. 


Leningrad, April 1935. 





Druckfehlerberichtigung 


zu der Arbeit: Bemerkungen zur Ableitung des Snelliusschen Brechungs- 
gesetzes'). Von <A. Erdélyi. 


S. 122: Die zweite Gleichung auf dieser Seite lautet richtig: 
nN ° n Y 
2 , 9 y | yr @ ’ 
> k; | U-dF+ » grad U 2dF' — 0, 
y = 3 « yo=oj « 


(G,) (G,) 


die dritte Gleichung: 


. . of 2 
| U2dF-Smk; 
(G,) 


S. 130. Zeile 14 von oben hes u, statt u,. 


') ZS. f. Phys. 95, 115—132, 1936. 





